Őčńăćńěŋĺě Ŕřěďĺśńőćĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3 1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ ĺ őŕřěďěńěŋĺ£ 6

1.1. Ććěďěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.2. Śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ . . . . . . . . . . . 8 1.3. Ŋěłőšőřżě śćěďěŋĺ£ ő ňŋőčőůńěŋăţ . . . . . . . . 11 1.4. Śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ŋăď R ĺ C . . . . . . . . . . 13

2. ŚĂŞ ĺ ĺţ ĺďěăńż 16

2.1. Ŕőŋ£šĺě ĺďěăńă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.2. Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě . . . . . . . . . . . . 18 2.3. Ĺďěăń śĺśšěňż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3. Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ 23

3.1. Őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ ŕřĺňěřż . . . . . . . . . . . . . . 23 3.2. Řăďĺłăń ĺďěăńă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 3.3. Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ . . . . . . . . . . . . 27 3.4. Ŕřĺňěŋěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4. Ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă 31

4.1. Ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł . . . . . . . . . . . 31 4.2. Ňŋőčőčřăŋŋĺł Ŋĳ¿šőŋă ňŋőčőůńěŋă . . . . . . . 33 4.3. Ğăďăůă ćţőęďěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 4.4. Őŕřěďěńěŋĺě ąăğĺśă Čřěąŋěřă . . . . . . . . . . . 36 4.5. Ăńčőřĺšň Ąşţąěřčěřă . . . . . . . . . . . . . . . 38 4.6. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ řěďşűĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś . . . . . . 41 4.7. Ćżůĺśńěŋĺě ąăğĺśőć Čřěąŋěřă . . . . . . . . . . . 44

2 ŐČŃĂĆŃĚŊĹĚ

5. Ŕřĺňěŋěŋĺ£ ąăğĺśőć Čřěąŋěřă 45

5.1. Łřĺšěřĺľ ŋěśőćňěśšŋőśšĺ . . . . . . . . . . . . . 45 5.2. Łřĺšěřĺľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ śĺśšěň . . . . . . . . 46 5.3. Łřĺšěřĺľ łőŋěůŋőśšĺ . . . . . . . . . . . . . . . . 47 5.4. Śćőąőďŋżě ŋěĺğćěśšŋżě . . . . . . . . . . . . . . 51 5.5. Čěőňěšřĺůěśłă£ śšřşłšşřă . . . . . . . . . . . . . 54 5.6. Řěÿěŋĺě śĺśšěň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6. Ďőłăğăšěńĳśšćă 59

6.1. Ł čńăćě 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 6.2. Ł čńăćě 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 6.3. Ł čńăćě 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 6.4. Ł čńăćě 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 6.5. Ł čńăćě 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

7. Şŋĺćěřśăńĳŋżľ ąăğĺś Čřěąŋěřă 72

8. Şłăğăŋĺ£ ĺ őšćěšż ł ğăďăůăň 76

8.1. Ł čńăćě 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 8.2. Ł čńăćě 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 8.3. Ł čńăćě 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 8.4. Ł čńăćě 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 8.5. Ł čńăćě 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 8.6. Ł čńăćě 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 Ńĺšěřăšşřă ő ąăğĺśăţ Čřěąŋěřă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .85

Ŕřěďĺśńőćĺě

İšőš łşřś £ćń£ěšś£ řăśÿĺřěŋŋżň ćăřĺăŋšőň ğăŕĺśőł ńěłűĺľ, ŕřőůĺšăŋŋżţ śšşďěŋšăň ŕ£šőčő łşřśă ňăšěňăšĺůěśłőčő ťăłşńĳšěšă Ňőśłőćśłőčő Ŕěďăčőčĺůěśłőčő Čőśşďăřśšćěŋŋőčő Şŋĺćěřśĺšěšă őśěŋĳ¿ 1998 čőďă ĺ ćżÿěďÿĺţ őšďěńĳŋżňĺ ąřőÿ¿- řăňĺ ć ĺğďăšěńĳśšćăţ "Ďĺăńőč-ŇČŞ" (1999 čőď) ĺ "ŇĂŁŚ Ŕřěśś" (2002 čőď). Ĺğńăčăěňżľ ňăšěřĺăń šăłęě ŕőśńşęĺń őśŋőćőľ ďń£ ůěšżřěţ ğăŋ£šĺľ, ŕřőćěďěŋŋżţ ăćšőřőň ć řăňłăţ ńěšŋěľ ÿłőńż ďń£ śšăřÿĺţ ÿłőńĳŋĺłőć ĺ śšşďěŋšőć ňńăďÿĺţ łşřśőć "Śőćřěňěŋŋă£ ňăšěňăšĺłă" (Ďşąŋă, 16-28 ĺ¿ń£ 2002 čőďă).

Ďń£ őśćőěŋĺ£ łşřśă ďőśšăšőůŋő ĺňěšĳ śăňżě ŋăůăńĳŋżě ğŋăŋĺ£ ŕő ăńčěąřě. Ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ůĺšăšěńĳ ğŋăłőň ś ŕőŋ£šĺ£ňĺ łőńĳűă, ŕőń£ ĺ ćńăďěěš šěőřĺěľ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ďăęě ĺğńăčăěňżě ŋă ćšőřőň łşřśě śćěďěŋĺ£ őą ĺďěăńăţ łőńěű ğďěśĳ ć őśŋőćŋőň ŋăŕőňĺŋă¿šś£.

Šěőřěňă Ăąěń£ ő ŋěřăğřěÿĺňőśšĺ ć řăďĺłăńăţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ śšěŕěŋĺ ŕ£šĳ ĺ ćżÿě ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď ńĺÿăěš ŋăś ćś£łőčő őŕšĺňĺğňă őšŋőśĺšěńĳŋő ćőğňőęŋőśšĺ řěÿěŋĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ĺńĺ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ. Őďŋăłő řăśśňăšřĺćăěňżě ğďěśĳ řěğşńĳšăšż, őąžěďĺŋěŋŋżě ś ůĺśńěŋŋżňĺ ňěšőďăňĺ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ, ŕőğćőń£¿š ¡ťťěłšĺćŋő řěÿăšĳ ňŋőčĺě śĺśšěňż ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ.

Ş ¡šőčő łşřśă ďćě űěńĺ. Ŕěřćă£ { ŕřőďěňőŋśšřĺřőćăšĳ, ůšő šăłĺě ăąśšřăłšŋżě šěőřěňż łăł šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě ĺńĺ šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ ĺňě¿š ŕřőśšş¿ ĺ ćěśĳňă ŕőńěğŋş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ć šěőřĺĺ śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ. Ć śńşůăě šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ śşźěśšćěŋŋő, ůšőąż śĺśšěňă řăśśňăšřĺćăńăśĳ ŋě ŋăď ćěźěśšćěŋŋżňĺ, ă ŋăď łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ. İšő ňőęěš ŕőśńşęĺšĳ ěźě őďŋőľ ňőšĺćĺřőćłőľ ďń£ ććěďěŋĺ£ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń, ěśšěśšćěŋŋőśšĳ łőšőřżţ ŋěřěďłő ćżğżćăěš śőňŋěŋĺ£ ş śšşďěŋšőć{ňńăďÿěłşřśŋĺłőć. Ćšőřă£ űěńĳ { ććěśšĺ ŕőŋ£šĺě ąăğĺśă Čřěąŋěřă ĺďěăńă ĺ ŕőłăğăšĳ, ŋăśłőńĳłő śĺńĳŋżě ăńčőřĺšňĺůěśłĺě ňěšőďż ¡šő ŕőŋ£šĺě ŕřěďőśšăćń£ěš ďń£ řěÿěŋĺ£ őąźĺţ śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ. Ć ŕőśńěďŋĺě ďěś£šĺńěšĺ£ ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă śšăń ĺčřăšĳ ćăęŋş¿ řőńĳ ćő ňŋőčĺţ ĺśśńěďőćăŋĺ£ţ ŕő

4 0.0 Ŕřěďĺśńőćĺě

ăąśšřăłšŋőľ ăńčěąřě, łőňŕĳ¿šěřŋőľ ăńčěąřě, ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, šěőřĺĺ ćżŕşłńżţ ňŋőčőčřăŋŋĺłőć, ďĺśłřěšŋőľ čěőňěšřĺĺ ĺ ďřşčĺţ őąńăśš£ţ ňăšěňăšĺłĺ, ĺ ŕő¡šőňş ĺğńőęěŋĺě ŕěřćőŋăůăńĳŋżţ śćěďěŋĺľ ŕő ¡šőňş ćőŕřőśş ć řăňłăţ şŋĺćěřśĺšěšśłőčő łşřśă ŕřěďśšăćń£ěšś£ ćŕőńŋě şňěśšŋżň. Ňż ŋě őśšăŋăćńĺćăěňś£ ğďěśĳ ŋă ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ăśŕěłšăţ šěőřĺĺ, ŋő ĺğńőęěŋŋőčő ňăšěřĺăńă ćŕőńŋě ďőśšăšőůŋő, ŋăŕřĺňěř, ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőďčőšőćńěŋŋżľ śšşďěŋš ŋăŕĺśăń ŕřőčřăňňş, łőšőřă£ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ śĺśšěňż ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ őšćěůăńă ŋă ćőŕřőś łőŋěůŋő ĺńĺ ąěśłőŋěůŋő ůĺśńő ěě (łőňŕńěłśŋżţ) řěÿěŋĺľ.

Ć őśŋőćŋőľ ůăśšĺ šěłśšă (čńăćż 1-5) ňż ďőłăğżćăěň ńĺÿĳ ŕřőśšżě şšćěřęďěŋĺ£. Ćśě šřşďŋżě řěğşńĳšăšż ŕřĺćőď£šś£ ŋă şřőćŋě ťőřňşńĺřőćőł ĺ ĺńń¿śšřăűĺľ. İšő śďěńăŋő ďń£ šőčő, ůšőąż ŋě şšřşęďăšĳ ůĺšăšěń£ ĺğńĺÿŋĺňĺ ŕőďřőąŋőśš£ňĺ ĺ ążśšřěě ŕěřěľšĺ ł řěÿěŋĺ¿ łőŋłřěšŋżţ śĺśšěň. Ŕő ŋăÿěňş ňŋěŋĺ¿, ăńčőřĺšň Ąşţąěřčěřă ĺ ěčő ŕřĺňěŋěŋĺě ł řěÿěŋĺ¿ śĺśšěň, ĺğńőęěŋŋżě ć ćĺďě řěűěŕšőć, ďőśšşŕŋż ÿłőńĳŋĺłş śšăřÿĺţ łńăśśőć. Şďĺćĺšěńĳŋő, ůšő ŕőŋ£šĺě ąăğĺśă Čřěąŋěřă ćőğŋĺłńő ć ňăšěňăšĺłě śřăćŋĺšěńĳŋő ŋěďăćŋő. Őŋő ążńő ććěďěŋő Ąřşŋő Ąşţąěřčěřőň ć ěčő ďĺśśěřšăűĺĺ 1965 č., ŋăŕĺśăŋŋőľ ŕőď řşłőćőďśšćőň Ćőńĳťčăŋčă Čřěąŋěřă. Ăŋăńőčĺůŋżě ĺďěĺ ążńĺ ćżśłăğăŋż šăłęě Ţ. Ţĺřőŋăłőľ ĺ Ă. Ĺ. Ÿĺřÿőćżň.

Ďń£ ŕőńŋőšż ĺğńőęěŋĺ£ ć čńăćě 6 śőąřăŋż ďőłăğăšěńĳśšćă ćśěţ ĺśŕőńĳğőćăŋŋżţ şšćěřęďěŋĺľ. Čńăćă 7 śőďěřęĺš ňăšěřĺăń, łăśă¿źĺľś£ śőćřěňěŋŋżţ ĺśśńěďőćăŋĺľ ŕő ąăğĺśăň Čřěąŋěřă. Ńěłűĺĺ śŋăąęěŋż ąőńĳÿĺň łőńĺůěśšćőň ğăďăů, řěÿěŋĺě łőšőřżţ ćěśĳňă ŕőńěğŋő ďń£ őćńăďěŋĺ£ ĺğńőęěŋŋżň ňăšěřĺăńőň.

Ŕőśńě ŕő£ćńěŋĺ£ ŕěřćőčő ĺğďăŋĺ£ ŋăśšő£źěčő łşřśă ć ŋăÿěľ śšřăŋě ćżÿńő ć śćěš ŋěśłőńĳłő ğăňěůăšěńĳŋżţ łŋĺč, ć łőšőřżţ őąśşęďă¿šś£ ąăğĺśż Čřěąŋěřă. Ć ŕěřćş¿ őůěřěďĳ őšňěšĺň ňőŋőčřăťĺ¿ Ď. Łőłśă, Ďę. Ńĺššńă ĺ Ď. Ő’Ÿĺ "Ĺďěăńż, ňŋőčőőąřăğĺ£ ĺ ăńčőřĺšňż" (Ňőśłćă: Ňĺř, 2000.). Ěďĺŋśšćěŋŋőě, ůěň ňőęŋő ňőšĺćĺřőćăšĳ ŕěřěŕěůăšłş ŋăÿĺţ ńěłűĺľ ŕőśńě ŕő£ćńěŋĺ£ łŋĺčĺ Ď. Łőłśă ĺ ďř. { ¡šő ŋěąőńĳÿĺň őąžěňőň

Ŕřěďĺśńőćĺě 5

ŕěřćżţ. Ł šőňş ęě łŋĺčă Ď. Łőłśă, Ďę. Ńĺššńă ĺ Ď. Ő’Ÿĺ şęě ĺśůěğńă ĺğ ňőśłőćśłĺţ łŋĺęŋżţ ňăčăğĺŋőć. Šăłęě ňż řěłőňěŋďşěň ůĺšăšěń¿, ęěńă¿źěňş ążśšřő őśćőĺšĳ őśŋőćŋżě ťăłšż ő ąăğĺśăţ Čřěąŋěřă, čńăćş 6 łŋĺčĺ Ć. Ć. Ŕřăśőńőćă "Ňŋőčőůńěŋż" (Ňőśłćă: ŇŰŊŇŐ, 2000). Ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ ňż ăłšĺćŋő ĺśŕőńĳğőćăńĺ ňăšěřĺăń łăł ĺğ şŕőň£ŋşšżţ łŋĺč, šăł ĺ ĺğ ďřşčĺţ ĺśšőůŋĺłőć, ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ć łőŋűě šěłśšă, ŕő¡šőňş łşřś ŋĺśłőńĳłő ŋě ŕřěšěŋďşěš ŋă őřĺčĺŋăńĳŋőśšĳ.

Ăćšőř ŕőğŋăłőňĺńś£ ś ŕőŋ£šĺěň ąăğĺśă Čřěąŋěřă ŋă ńěłűĺ- £ţ ŕřőťěśśőřă Ć. Ŋ. Ńăšżÿěćă, łőšőřżě, ąşďşůĺ śšşďěŋšőň, ŕřőśńşÿăń ć Ňőśłőćśłőň Čőśşďăřśšćěŋŋőň Şŋĺćěřśĺšěšě ĺň. Ň. Ć. Ńőňőŋőśőćă ć 1994 čőďş. § ąńăčőďăřěŋ Ćĺłšőřş Ŋĺłőńăěćĺůş ğă ěčő ńěłűĺĺ, ă šăłęě ğă ŕőśńěďş¿źĺě ŕőńěğŋżě őąśşęďěŋĺ£. Őśőąă£ ąńăčőďăřŋőśšĳ śńşÿăšěń£ň łşřśă ć ńěšŋěľ ÿłőńě "Śőćřěňěŋŋă£ ňăšěňăšĺłă" { ĺţ ĺŋšěřěś ł šěňě, ňŋőčőůĺśńěŋŋżě ćőŕřőśż ĺ ğăňěůăŋĺ£ ŕőąşďĺńĺ ăćšőřă śşźěśšćěŋŋő ďőŕőńŋĺšĳ ĺğŋăůăńĳŋżľ šěłśš. Šăłęě £ ąńăčőďăřěŋ Ňőśłőćśłőňş Űěŋšřş Ŋěŕřěřżćŋőčő Ňăšěňăšĺůěśłőčő Őąřăğőćăŋĺ£ ğă ŕřěďőśšăćńěŋŋş¿ ćőğňőęŋőśšĳ ĺğďăšĳ ¡šőš łşřś, ĺ ňőěľ ęěŋě Ń. Ă. Ăřęăŋűěćőľ ğă ŕőňőźĳ ć łőňŕĳ¿šěřŋżţ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ĺ ć řăąőšě ŋăď šěłśšőň.

Čńăćă 1.

Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ ĺ řěğşńĳšăšż šěőřĺĺ śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ

1.1. Ććěďěŋĺě

Ťĺłśĺřşěň ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n ĺ ŋěłőšőřőě ŕőńě K (ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő K ěśšĳ ŕőńě řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń Q, ŕőńě ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń R ĺńĺ ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C ). Ŕşśšĳ x_1, . . ., x_n | ŕěřěňěŋŋżě, ă P_1(x_1, . . ., x_n), P_2(x_1, . . ., x_n), . . . | ŋăąőř (ćőğňőęŋő, ąěśłőŋěůŋżľ) ňŋőčőůńěŋőć őš ŕěřěňěŋŋżţ x_1, . . ., x_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ŕőńě K .

Őŕřěďěńěŋĺě 1.1. Śĺśšěňőľ ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ (ŚĂŞ)

ŋăğżćăěšś£ śĺśšěňă ćĺďă

P_1(x_1, . . ., x_n) = 0; P_2(x_1, . . ., x_n) = 0; · · ·· · · · · · (1) Őŕřěďěńěŋĺě 1.2. ŚĂŞ ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋőľ, ěśńĺ ć ŋěě ćţő-

ďĺš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ.

1.1. ĆĆĚĎĚŊĹĚ 7

Őŕřěďěńěŋĺě 1.3. Ŋăąőř ůĺśěń (a_1, a_2, . . ., a_n) ĺğ ŕőń£ K ŋă-

ğżćăěšś£ řěÿěŋĺěň śĺśšěňż (1), ěśńĺ

P_1(a_1, a_2, . . ., a_n) = 0, P_2(a_1, a_2, . . ., a_n) = 0, . . . .

Őŕřěďěńěŋĺě 1.4. Ďćě ŚĂŞ ŋăğżćă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ,

ěśńĺ ňŋőęěśšćă ĺţ řěÿěŋĺľ śőćŕăďă¿š.

Ŕřĺňěř 1.5. Ŋăď ŕőńěň R śĺśšěňż { x^2 + y^2 = −1 ĺ { x + y = 2;

x^2 + 2xy + y^2 = 3.

¡łćĺćăńěŋšŋż, šăł łăł ňŋőęěśšćă ĺţ řěÿěŋĺľ ŕşśšż.

Ŋăď ŕőńěň C śĺśšěňż ŋě¡łćĺćăńěŋšŋż, š.ł. x = i, y = 0 şďőćńěšćőř£ěš ŕěřćőľ śĺśšěňě, ŋő ŋě şďőćńěšćőř£ěš ćšőřőľ.

Řěÿĺšĳ śĺśšěňş ğŋăůĺš őŕĺśăšĳ ňŋőęěśšćő ćśěţ ěě řěÿěŋĺľ ĺńĺ ďőłăğăšĳ, ůšő řěÿěŋĺľ ŋěš.

Ğăďăůă 1.6. Řěÿĺšĳ ŕěřćş¿ ĺ ćšőřş¿ śĺśšěňş ŋăď C .

Őśŋőćŋă£ ğăďăůă. Ŋăşůĺšĳś£ řěÿăšĳ ŚĂŞ.

Ć šăłőľ őąźěľ ŕőśšăŋőćłě ğăďăůă ćř£ď ńĺ ňőęěš ążšĳ řěÿěŋă. Ĺśšőřĺůěśłĺ ăńčěąřă ťőřňĺřőćăńăśĳ łăł ŋăşłă ő řěÿěŋĺĺ ŚĂŞ (ğăňěšĺň, ůšő őďŋő ăńčěąřăĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ ŚĂŞ). Ążńő ŋăłőŕńěŋő őčřőňŋőě łőńĺůěśšćő řěğşńĳšăšőć, ć šőň ůĺśńě ĺ ŋěčăšĺćŋőčő ţăřăłšěřă. Ŋăĺąőńěě £řłĺľ ĺğ šăłĺţ řěğşńĳšăšőć | ¡šő šěőřěňă Ăąěń£ ő ŋěřăğřěÿĺňőśšĺ ć řăďĺłăńăţ őąźěčő ăńčěąřăĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ śšěŕěŋĺ ≥ 5.

Ć ¡šőň łşřśě ňż řăśśňőšřĺň ŋěśłőńĳłő ňěšőďőć, ŕőğćőń£- ¿źĺţ ¡ťťěłšĺćŋő řěÿăšĳ ŚĂŞ. İšĺ ňěšőďż ążńĺ řăğćĺšż śřăćŋĺšěńĳŋő ŋěďăćŋő ĺ šěśŋő ŕřĺňżłă¿š ł ćěśĳňă ăąśšřăłšŋżň řăğďěńăň łőňňşšăšĺćŋőľ ăńčěąřż.

Ĺŋšěřěśŋő šăłęě łăůěśšćěŋŋőě ĺśśńěďőćăŋĺě ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ ŚĂŞ. Ŋăŕřĺňěř, ţőšěńőśĳ ąż ğŋăšĳ:

1) Ĺňěěš ńĺ śĺśšěňă ţőš£ ąż őďŋő řěÿěŋĺě? 2) İłćĺćăńěŋšŋż ńĺ ďćě ďăŋŋżě śĺśšěňż?

3) Łőŋěůŋő ĺńĺ ąěśłőŋěůŋő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż?

8 ČŃĂĆĂ 1. ŐŚŊŐĆŊŻĚ ŔŐŊ§ŠĹ§ Ĺ ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹ§

4) Łăł şśšřőěŋő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ś čěőňěšřĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£?

Řăğćĺćăěňżě ğďěśĳ ňěšőďż őłăğżćă¿šś£ ŕőńěğŋżňĺ ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ ŕőďőąŋżţ ćőŕřőśőć.

1.2. Śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ

Ŕřőśšěľÿĺľ ŕřĺňěř ŚĂŞ | ¡šő śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ğďěśĳ ĺňěěšś£ ćŕőńŋě ğăćěřÿěŋŋă£ šěőřĺ£, łőšőřă£ łăł ŕřăćĺńő ĺğńăčăěšś£ ć ĆŞĞě ŋă ŕěřćőň łşřśě.

Ŋăŕőňŋĺň őśŋőćŋżě őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ řěğşńĳšăšż. Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + . . . + a_{1n}x_n = b_1, a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + . . . + a_{2n}x_n = b_2, . . . a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + . . . + a_{mn}x_n = b_m. (2) Őŕřěďěńěŋĺě 1.7. Śĺśšěňă (2) ŋăğżćăěšś£ śőćňěśšŋőľ, ěśńĺ

őŋă ĺňěěš ţőš£ ąż őďŋő řěÿěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě 1.8. Śĺśšěňă (2) ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěńěŋŋőľ, ěś-

ńĺ őŋă ĺňěěš řőćŋő őďŋő řěÿěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě 1.9. Ňăšřĺűă A = a_{11} . . . a_{1n} . . ... . . a_{m1} . . . a_{mn} ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ łő¡ťťĺűĺěŋšőć śĺśšěňż (2), ă ňăšřĺűă ~A = a_{11} . . . a_{1n} . . ... . . a_{m1} . . . a_{mn}

| | | | | | | b_1 . . b_m { řăśÿĺřěŋŋőľ ňăšřĺűěľ śĺśšěňż.

Şŋĺćěřśăńĳŋżľ ňěšőď řěÿěŋĺ£ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ (š.ě. ňěšőď, ŕřĺňěŋĺňżľ ł ŕřőĺğćőńĳŋőľ śĺśšěňě) | ¡šő

1.2. ŚĹŚŠĚŇŻ ŃĹŊĚĽŊŻŢ ŞŘĂĆŊĚŊĹĽ 9

ňěšőď Čăşśśă, ĺńĺ ňěšőď ŕőśńěďőćăšěńĳŋőčő ĺśłń¿ůěŋĺ£ ŋěĺğćěśšŋżţ. Őŋ śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň.

Ÿăč 1. İńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ŕřĺćő-

ďĺň řăśÿĺřěŋŋş¿ ňăšřĺűş śĺśšěňż ł śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş

a_{11} . . . a_{1n} . . ... . . a_{m1} . . . a_{mn}

| | | | | | b_1 . . b_m ; * * * * m * * * *

Šěőřěňă Łřőŋěłěřă - Łăŕěńńĺ. Śĺśšěňă (2) śőćňěśš-

ŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă řăŋč rk A ňăšřĺűż łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăćěŋ řăŋčş rk ~A řăśÿĺřěŋŋőľ ňăšřĺűż.

Ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ł śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş řăćěŋśšćő řăŋčőć őğŋăůăěš, ůšő ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ śšřőł ş ňăšřĺű A ĺ ~A őďĺŋăłőćő.

Ďăńěě ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő śĺśšěňă śőćňěśšŋă.

Ÿăč 2. Ŕěřěňěŋŋżě, łőšőřżě śőőšćěšśšćş¿š "śšşŕěŋĳ-

łăň" ć śšşŕěŋůăšőň ćĺďě, ŋăğőćěň čńăćŋżňĺ, ă ŕřőůĺě ŋěĺğćěśšŋżě | śćőąőďŋżňĺ.

r r r r r r r r r r x_1 x_2 x_3 x_4 x_5 x_6

Šăł ŋă śţěňě śńěćă ŕěřěňěŋŋżě x_1, x_3, x_5, x_6 | čńăćŋżě, ă x_2, x_4 | śćőąőďŋżě.

Ćżąőř čńăćŋżţ ĺ śćőąőďŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ŋěőďŋőğŋăůěŋ. Ć šő ęě ćřěň£ ůĺśńő čńăćŋżţ ĺ ůĺśńő śćőąőďŋżţ ŋěĺğćěśšŋżţ őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő.

Ğăďăůă 1.10. Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋě-

ŋĺľ, ş łőšőřőľ ŋěš ŋşńěćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ůĺśńő řěÿěŋĺľ ąěśłőŋěůŋő, ŋő ŕěřěňěŋŋă£ x_1 ŋě ňőęěš ążšĳ śćőąőďŋőľ.

Ğăďăůă 1.11. Śłőńĳłő ěśšĳ śŕőśőąőć ćżąřăšĳ ňŋőęěśšćő śćő-

ąőďŋżţ ŋěĺğćěśšŋżţ ć śĺśšěňě { x_1 + 2x_2 + x_3 + x_4 − x_5 = 0 2x_1 + 3x_2 + 2x_3 + 2x_4 − 2x_5 = 1 ?

10 ČŃĂĆĂ 1. ŐŚŊŐĆŊŻĚ ŔŐŊ§ŠĹ§ Ĺ ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹ§

Šěőřěňă 1.12. Ůĺśńő śćőąőďŋżţ ŋěĺğćěśšŋżţ řăćŋő n − rkA.

Ć ůăśšŋőśšĺ, śĺśšěňă (2) őŕřěďěńěŋă ⇐⇒ rkA = rk ~A = n.

Ÿăč 3. Ćżřăęăěň ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě čńăćŋżě ŋěĺğćěśš-

ŋżě ůěřěğ śćőąőďŋżě. Śćőąőďŋżě ŋěĺğćěśšŋżě ňőčşš ŋěğăćĺśĺňő ŕřĺŋĺňăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺğ ŕőń£ K.

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ śĺśšěňă ŋăď ąěśłőŋěůŋżň ŕőńěň (Q, R,

C , . . . ) ĺňěěš ąőńěě őďŋőčő řěÿěŋĺ£, šő őŋă ĺňěěš ąěśłőŋěů-

ŋő ňŋőčő řěÿěŋĺľ (ěśšĳ śćőąőďŋă£ ŋěĺğćěśšŋă£). Ć ůăśšŋőśšĺ, ňŋőęěśšćő ĺğ ďćşţ šőůěł ć R^n ŋě ňőęěš ążšĳ ğăďăŋő śĺśšěňőľ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

Ŕőňĺňő ňěšőďă Čăşśśă ěśšĳ ĺ ďřşčĺě ňěšőďż řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż (2). Ŋăŕřĺňěř, ňěšőď Łřăňěřă ĺśŕőńĳğşěš őŕřěďěńĺšěńĺ. İšőš ňěšőď ŋě şŋĺćěřśăńěŋ, őŋ ŕřĺňěŋĺň šőńĳłő ł łćăďřăšŋżň őŕřěďěńěŋŋżň śĺśšěňăň.

Čěőňěšřĺůěśłĺ ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ

şřăćŋěŋĺľ ŋăď R ěśšĳ ŋěłőšőřőě ŕőďňŋőęěśšćő ŕřőśšřăŋśšćă

R^n. İšĺ ňŋőęěśšćă őŕĺśżćăěš śńěďş¿źă£ šěőřěňă.

Šěőřěňă 1.13. 1) Ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (2) ńĺąő

ŕşśšő, ńĺąő ěśšĳ ńĺŋěľŋőě ňŋőčőőąřăğĺě M, š.ě. řěğşńĳšăš ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U ⊆ R^n ŋă ŋěłőšőřżľ ćěłšőř a ∈ R^n. 6 - ıııı ıııı ııı1 Oz

Ox Oy HHH HH @@ � PPPPP ZZ Z � HHH HH @@ � PPPPP ZZ Z � ´´ ´7^a M

U 2) Őąřăšŋő, ćś£łőě ńĺŋěľŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ňőęěš ążšĳ ğăďăŋő śĺśšěňőľ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

Ğăďăůă* 1.14. Ďőłăğăšĳ šěőřěňş 1.13.

Ŕřĺňěř 1.15. Ć R^3 ěśšĳ ůěšżřě šĺŕă ŕőďŕřőśšřăŋśšć: 1) ŋă-

ůăńő łőőřďĺŋăš; 2) ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ 0; 3) ŕńőśłőśšĳ,

1.3. ŊĚŁŐŠŐŘŻĚ ŚĆĚĎĚŊĹ§ Ő ŇŊŐČŐŮŃĚŊĂŢ 11

ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ 0; 4) ćśě ŕřőśšřăŋśšćő R^3.

Ŕő¡šőňş ć łăůěśšćě ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ őš šřěţ ŋěĺğćěśšŋżţ ňőęěš ćżśšşŕăšĳ ŕşśšőě ňŋőęěśšćő, ŕřőĺğćőńĳŋă£ šőůłă, ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕř£ňă£, ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕńőśłőśšĳ ĺńĺ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő R^3.

Ğăďăůă 1.16. Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěřż łőŋłřěšŋżţ śĺśšěň őš 3-ţ

ŋěĺğćěśšŋżţ, řěăńĺğş¿źĺě łăęďş¿ ĺğ şłăğăŋŋżţ ćőğňőęŋőśšěľ.

Ĺšăł, şłăğăŋ £ćŋżľ ăńčőřĺšň řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż (2), ă šăłęě ŕőńşůěŋż őšćěšż ŋă łăůěśšćěŋŋżě ćőŕřőśż. Ć ¡šőľ šěőřĺĺ ćśšă¿š ăńčőřĺšňĺůěśłĺě ŕřőąńěňż ŋăĺąőńěě ¡ťťěłšĺćŋőčő śŕőśőąă ŕřĺćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż ł śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş, ćżůĺśńěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż ğă ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő őŕěřăűĺľ ĺ š.ŕ. Ğďěśĳ ňż ŋě ąşďěň łăśăšĳś£ ŕőďőąŋżţ ğăďăů.

Řěğ¿ňĺřş£ ćżÿěśłăğăŋŋőě, őšňěšĺň, ůšő 1) šěőřĺ£ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋě ğăćĺśĺš őš šőčő, ŋăď łăłĺň ŕőńěň řăśśňăšřĺćăěšś£ śĺśšěňă (ć šěőřĺĺ ŋěńĺŋěľŋżţ śĺśšěň ¡šő şęě ŋě šăł, śň. ŕřĺňěř 1.5);

2) śćőąőďŋżě ŕěřěňěŋŋżě ňőčşš ŋěğăćĺśĺňő ŕřĺŋĺňăšĳ ŕřő-

ĺğćőńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺğ őśŋőćŋőčő ŕőń£, ă čńăćŋżě ŕěřěňěŋŋżě őďŋőğŋăůŋő ůěřěğ ŋĺţ ćżřăęă¿šś£.

Ŕřőąńěňă. Łăłĺě řěğşńĳšăšż ĺğ šěőřĺĺ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ

şřăćŋěŋĺľ ňőęŋő ŕěřěŋěśšĺ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě ŚĂŞ? Ć ůăśšŋőśšĺ, ňőęŋő ńĺ šăň őŕřěďěńĺšĳ ŕőŋ£šĺě śćőąőďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ?

1.3. Ŋěłőšőřżě śćěďěŋĺ£ ő ňŋőčőůńěŋăţ

Ŕşśšĳ K [x_1, . . ., x_n] { ňŋőęěśšćő ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć őš ŕěřěňěŋŋżţ x_1, . . ., x_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ŕőńě K (ĺńĺ, łăł čőćőř£š, ŋăď ŕőńěň K ). Ŋă ¡šőň ňŋőęěśšćě őŕřěďěńěŋż őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£. Ňŋőęěśšćă ś šăłĺňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ ć ăńčěąřě ŋăğżćă¿š łőńĳűăňĺ.

Ďń£ ňŋőčőůńěŋőć őš őďŋőľ ŋěĺğćěśšŋőľ ąşďěň őąőğŋăůăšĳ deg f(x) śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă f(x).

Šěőřěňă ő ďěńěŋĺĺ ś őśšăšłőň ďń£ ňŋőčőůńěŋőć őš

12 ČŃĂĆĂ 1. ŐŚŊŐĆŊŻĚ ŔŐŊ§ŠĹ§ Ĺ ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹ§

őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ. Ďń£ ń¿ążţ ňŋőčőůńěŋőć f(x), g(x) ∈

K [x], g(x) ≠ 0 śşźěśšćş¿š ĺ ěďĺŋśšćěŋŋż ňŋőčőůńěŋż q(x),

r(x) ∈ K [x] šăłĺě, ůšő f(x) = g(x)q(x) + r(x) ĺ deg r(x) < deg g(x). Ňŋőčőůńěŋ q(x) ŋăğżćăěšś£ ŋěŕőńŋżň ůăśšŋżň, ă ňŋőčőůńěŋ r(x) { őśšăšłőň ŕřĺ ďěńěŋĺĺ f(x) ŋă g(x). Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż ŋěśńőęŋő ŕőńşůĺšĳ řăśśşęďă£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŕő śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă f(x) (ďěńěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć "ć śšőńąĺł").

Ğăďăůă 1.17. Řăğďěńĺšĳ x^2 − x + 1 ŋă x^3 + 2x ś őśšăšłőň. Ğăďăůă 1.18. Ćěřŋă ńĺ šěőřěňă ő ďěńěŋĺĺ ś őśšăšłőň ć łőńĳűě

Z[x] ?

Šěőřěňă Ąěğş. Ůĺśńő α ∈ K £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčő-

ůńěŋă f(x) ∈ K [x] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă f(x) ďěńĺšś£ ŋă (x − α) (ąěğ őśšăšłă).

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż śńěďşěš ĺğ šěőřěňż ő ďěńěŋĺĺ ś őśšăšłőň (śšěŕěŋĳ őśšăšłă ŕřĺ ďěńěŋĺĺ f(x) ŋă (x − α) řăćŋă ŋşń¿, š.ě. ¡šő łőŋśšăŋšă).

Őŕřěďěńěŋĺě 1.19. Ňŋőčőůńěŋ p(x_1, . . ., x_n) ŋăğżćăěšś£ ŋě-

ŕřĺćőďĺňżň, ěśńĺ őŋ őšńĺůěŋ őš łőŋśšăŋšż ĺ řăćěŋśšćő p = p_1p_2 ćńěůěš ğă śőąőľ řăćěŋśšćő łőŋśšăŋšě őďŋőčő ĺğ ňŋőčőůńěŋőć p_1 ĺńĺ p_2.

Őŕřěďěńěŋĺě 1.20. Ďćă ňŋőčőůńěŋă ŋăğżćă¿šś£ ăśśőűĺĺřő-

ćăŋŋżňĺ, ěśńĺ őŋĺ őšńĺůă¿šś£ ŋěŋşńěćżň ůĺśńőćżň ňŋőęĺšěńěň.

Ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőčőůńěŋż £ćń£¿šś£ ăŋăńőčőň ŕřőśšżţ ůĺśěń. Ďń£ ňŋőčőůńěŋőć šăłęě ĺňěěš ňěśšő šěőřěňă őą őďŋőğŋăůŋőň řăğńőęěŋĺĺ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ.

Šěőřěňă ő ťăłšőřĺăńĳŋőśšĺ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć.

Łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ łőńĳűă K[x_1, . . ., x_n], őšńĺůŋżľ őš łőŋśšăŋšż, řăğńăčăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć, ŕřĺůěň ¡šő řăğńőęěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőř£ďłă ňŋőęĺšěńěľ ĺ ăśśőűĺĺřőćăŋŋőśšĺ.

1.4. ŚĹŚŠĚŇŻ ŞŘĂĆŊĚŊĹĽ ŊĂĎ R Ĺ C 13

Ć śńşůăě łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż ŕőńŋőśšĳ¿ ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğăšěńĳśšćş śőőšćěšśšćş¿źěľ šěőřěňż ďń£ űěńżţ ůĺśěń (ŕőśńěďŋ¿¿ ŋăğżćă¿š őśŋőćŋőľ šěőřěňőľ ăřĺťňěšĺłĺ). Ğďěśĳ ĺśŕőńĳğşěšś£ ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă, ĺğ łőšőřőčő ćżćőď£š

Ńěňňă ő ńĺŋěľŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ďěńĺšěń£ (ŊŐĎ). Ŕşśšĳ f(x), g(x) ∈ K[x] ĺ d(x) =

ŊŐĎ(f(x), g(x)). Šőčďă śşźěśšćş¿š ňŋőčőůńěŋż u(x) ĺ v(x), šăłĺě ůšő f(x)u(x) + g(x)v(x) = d(x).

ă ğăšěň

Őśŋőćŋă£ ńěňňă. Ěśńĺ f(x)g(x) ďěńĺšś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺ-

ňżľ ňŋőčőůńěŋ p(x), šő ńĺąő f(x) ďěńĺšś£ ŋă p(x), ńĺąő g(x) ďěńĺšś£ ŋă p(x).

Ďěšăńĺ ďőłăğăšěńĳśšćă ňż őśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿. Ďń£ ňŋőčőůńěŋőć őš ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ďőłăğăšěńĳśšćő ťăłšőřĺăńĳŋőśšĺ śńőęŋěě. Őŋő ŕřĺćěďěŋő ć Čńăćě 6.

1.4. Śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ŋăď ćěźěśšćěŋŋżňĺ ĺ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ

Ňěęďş ŋěńĺŋěľŋżňĺ śĺśšěňăňĺ ŋăď R ĺ ŋăď C ĺňě¿šś£ ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋżě řăğńĺůĺ£. İšő ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ŕőńě C ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő.

Őŕřěďěńěŋĺě 1.21. Ŕőńě K ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺ ğă-

ňłŋşšżň, ěśńĺ ćś£łĺľ ŋěŕőśšő£ŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ K ĺňěěš łőřěŋĳ ć ŕőńě K .

Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő ŕőńě ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăňłŋşšő.

Ğăďăůă 1.22. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ŕőńě K ăńčěąřăĺůěśłĺ ğă-

ňłŋşšő, šő łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ N ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ

ĺğ K ĺňěěš ć K řőćŋő N łőřŋěľ (ś şůěšőň łřăšŋőśšěľ).

Ŕőńě R ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăňłŋşšő, šăł łăł ňŋőčőůńěŋ x^2 + 1 ŋě ĺňěěš ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ.

14 ČŃĂĆĂ 1. ŐŚŊŐĆŊŻĚ ŔŐŊ§ŠĹ§ Ĺ ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹ§

Őśŋőćŋă£ šěőřěňă ăńčěąřż. Łăęďżľ ŋěŕőśšő£ŋŋżľ

ňŋőčőůńěŋ ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺňěěš łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕőńě C ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő.

Ğăďăůă* 1.23. §ćń£¿šś£ ńĺ ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżňĺ śńě-

ďş¿źĺě ŕőń£: 1) Q; 2) Z_p = {0, 1, . . ., p − 1} | ŕőńě ćżůěšőć ŕő ŕřőśšőňş ňőďşń¿ p; 3) C (t) = {^f_g | f, g ∈ C [t], g ≢ 0} | ŕőńě řăűĺőŋăńĳŋżţ ďřőąěľ ŋăď C ?

Ŕřěďńőęěŋĺě 1.24. Ćś£łă£ łőŋěůŋă£ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ ŋăď

R ¡łćĺćăńěŋšŋă śĺśšěňě ĺğ őďŋőčő şřăćŋěŋĺ£.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śĺśšěňă

P_1(x_1, . . ., x_n) = 0, P_2(x_1, . . ., x_n) = 0, · · · · · · · · · P_m(x_1, . . ., x_n) = 0 ¡łćĺćăńěŋšŋă şřăćŋěŋĺ¿

P^2_1 (x_1, . . ., x_n) + P^2_2 (x_1, . . ., x_n) + . . . + P^2_m(x_1, . . ., x_n) = 0

Ğăďăůă** 1.25. Ďőłăğăšĳ ďăŋŋőě ŕřěďńőęěŋĺě ďń£ ŕřőĺğćőńĳ-

ŋőčő ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăňłŋşšőčő ŕőń£.

Ŋă ŕřăłšĺłě ďăŋŋőě ŕřěďńőęěŋĺě ŋě őůěŋĳ ŕőńěğŋő, šăł łăł řěÿĺšĳ ŕőńşůěŋŋőě şřăćŋěŋĺě, łăł ŕřăćĺńő, šřşďŋěě, ůěň řěÿĺšĳ śĺśšěňş. Őďŋăłő ŕřěďńőęěŋĺě 1.24 ŕřěďśšăćń£ěš őŕřěďěńěŋŋżľ šěőřěšĺůěśłĺľ ĺŋšěřěś.

Ŕőłăęěň, ůšő ŋăď ŕőńěň C ŕřěďńőęěŋĺě 1.24 ŋěćěřŋő.

Ńěňňă 1.26. Ŋăď ŕőńěň C śĺśšěňă_{

x = 0 y = 0 ŋě ¡łćĺćăńěŋšŋă ŋĺłăłőňş şřăćŋěŋĺ¿.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě P (x, y) = 0 ĺňěěš řě-

ÿěŋĺě x = 0, y = 0. Ŕőłăęěň, ůšő šőčďă őŋő ĺňěěš ĺ ďřşčĺě řěÿěŋĺ£. Ŕşśšĳ

P (x, y) = b_0(y) + b_1(y)x + . . . + b_m(y)x^m,

1.4. ŚĹŚŠĚŇŻ ŞŘĂĆŊĚŊĹĽ ŊĂĎ R Ĺ C 15

čďě b_i(y) | ňŋőčőůńěŋż őš y ĺ b_m(y) ≢ 0. Šőčďă śşźěśšćşěš šăłőě y_0 ≠ 0, ůšő b_m(y_0) ≠ 0. Ŕő őśŋőćŋőľ šěőřěňě ăńčěąřż şřăćŋěŋĺě

b_m(y_0)x^m + . . . + b_1(y_0)x + b_0(y_0) = 0

őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ x ĺňěěš ŋěłőšőřżľ łőřěŋĳ x_0. Ğŋăůĺš, şřăćŋěŋĺě P (x, y) = 0 ĺňěěš ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě (x_0, y_0). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ğăďăůă 1.27. ă) Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř ňŋőčőůńěŋă őš őďŋőľ ŋěĺğ-

ćěśšŋőľ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, łőšőřżľ ŋě ĺňěěš řăűĺőŋăńĳŋżţ łőřŋěľ ĺ ĺňěěš řőćŋő šřĺ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ łőřŋ£.

ą) Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ őš ďćşţ ŋěĺğćěśšŋżţ, łőšőřă£ ŋěśőćňěśšŋă ŋăď Q, ĺňěěš řőćŋő šřĺ řěÿěŋĺ£ ŋăď R ĺ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řěÿěŋĺľ

ŋăď C .

Čńăćă 2.

Śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ĺ ĺďěăńż ć łőńĳűăţ ňŋőčőůńěŋőć

2.1. Ŕőŋ£šĺě ĺďěăńă

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ŋăŕőňŋĺň ŋěłőšőřżě śćěďěŋĺ£ ĺğ šěőřĺĺ łőńěű. Ŕşśšĳ R | łőňňşšăšĺćŋőě ăśśőűĺăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ 1.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.1. Ŋěŕşśšőě ŕőďňŋőęěśšćő I łőńĳűă R ŋăğż-

ćăěšś£ ĺďěăńőň ć R (ğăŕĺśżćăěšś£ I ◁ R), ěśńĺ 1) ∀a, b ∈ I a − b ∈ I; 2) ∀a ∈ I, ∀c ∈ R ac ∈ I. Ŕřĺňěř 2.2. Ć łőńĳűě űěńżţ ůĺśěń Zňŋőęěśšćő nZűěńżţ

ůĺśěń, łőšőřżě ďěń£šś£ ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋőě űěńőě ůĺśńő n, śőśšăćń£ěš ĺďěăń. Ŕřĺ n = 2 ĺňěěň ĺďěăń ůěšŋżţ ůĺśěń, ŕřĺ n = 1 | ćśě łőńĳűő Z, ă ŕřĺ n = 0 | őďĺŋ ¡ńěňěŋš 0.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.3. Ć łőńĳűě Zćś£łĺľ ĺďěăń ĺňěěš ćĺď nZ, n = 0, 1, 2, . . ..

2.1. ŔŐŊ§ŠĹĚ ĹĎĚĂŃĂ 17

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ I | ŋěŋşńěćőľ ĺďěăń ć Zĺ a ∈ I

| ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő ć I (őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş šăłőě śşźěśšćşěš). Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺďěăńă śńěďşěš aZ⊆ I (ŕřőćěřĳšě). Ŕşśšĳ b ∈ I, ŋő b /∈ aZ. Ŕő šěőřěňě ő ďěńěŋĺĺ ś őśšăšłőň śşźěśšćş¿š šăłĺě q ĺ r, ůšő b = aq + r ĺ 0 < r < a. Ŋő r = b − aq ∈ I | ŕřőšĺćőřěůĺě ś ňĺŋĺňăńĳŋőśšĳ¿ a. Ĺšăł, I = aZ. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

Ğăďăůă 2.4. Ŕşśšĳ I ◁ R. Ďőłăğăšĳ, ůšő I = R ⇐⇒ 1 ∈ I. Ğăďăůă 2.5. (Őśŋőćŋă£ šěőřěňă śěńĳśłőčő ţőğ£ľśšćă) Ďőłă-

ğăšĳ, ůšő ć ŕőńě ŋěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ĺďěăńőć.

Ğăďăůă 2.6. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ňŋőęěśšćő (a) = {ar | r ∈ R}

ěśšĳ ĺďěăń łőńĳűă R ďń£ ćś£łőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő a ∈ R.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.7. Ĺďěăń I łőńĳűă R ŋăğżćăěšś£ čńăćŋżň,

ěśńĺ śşźěśšćşěš šăłőľ ¡ńěňěŋš a ∈ I, ůšő I = (a). İńěňěŋš a ŋăğżćăěšś£ ŕőřőęďă¿źĺň (ĺńĺ őąřăğş¿źĺň) ďń£ ĺďěăńă I.

Ŋăŕřĺňěř, ĺďěăń nZ◁ Z{ čńăćŋżľ ĺ nZ= (n) = (−n).

Ŕřĺňěř 2.8. Ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć őš ďćşţ ŋěĺğćěśšŋżţ

K [x, y] ňŋőęěśšćő ňŋőčőůńěŋőć, śćőąőďŋżľ ůńěŋ łőšőřżţ řă-

ćěŋ ŋşń¿, őąřăğşěš ĺďěăń I_0, ĺ ¡šőš ĺďěăń ŋě £ćń£ěšś£ čńăćŋżň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ I_0 = (f), f ∈ K [x, y], šő, ŕőśłőńĳłş x ∈ I_0, f ěśšĳ ńĺąő ŋěŋşńěćă£ łőŋśšăŋšă (ĺ šőčďă I_0 = K[x, y] | ŕřőšĺćőřěůĺě), ńĺąő f = αx, α ∈ K , α ≠ 0. Ŋő y ∈ I_0, ĺ ŕőšőňş f ďěńĺš y | ŕřőšĺćőřěůĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.9. Łőńĳűő R ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ

ĺďěăńőć, ěśńĺ łăęďżľ ĺďěăń ć R £ćń£ěšś£ čńăćŋżň.

Łőńĳűő Z£ćń£ěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć (ŕřěďńőęěŋĺě 2.3), ă łőńĳűő K [x, y] | ŋěš (ŕřĺňěř 2.8).

Ŕőŋ£šĺě čńăćŋőčő ĺďěăńă ňőęŋő őąőąźĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ a_1, a_2, . . ., a_k | ŕřőĺğćőńĳŋżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă R.

Ğăďăůă 2.10. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő

(a_1, a_2, . . ., a_k) = {a_1r_1 +a_2r_2 +. . .+a_kr_k | r_1, r_2, . . ., r_k ∈ R} ⊆ R

ěśšĳ ĺďěăń łőńĳűă R.

18 ČŃĂĆĂ 2. ŚĂŞ Ĺ ĹŢ ĹĎĚĂŃŻ

Őŕřěďěńěŋĺě 2.11. İńěňěŋšż a_1, . . ., a_k śőśšăćń£¿š ąăğĺś

ĺďěăńă I = (a_1, a_2, . . ., a_k). Čőćőř£š, ůšő ĺďěăń I ◁ R ďőŕşśłăěš łőŋěůŋżľ ąăğĺś, ěśńĺ ć ŋěň ŋăľďşšś£ šăłĺě ¡ńěňěŋšż a_1, a_2, . . ., a_k, ůšő I = (a_1, a_2, . . ., a_k).

Ğăňěšĺň, ůšő ć őŕřěďěńěŋĺĺ ąăğĺśă ĺďěăńă (ć őšńĺůĺě őš őŕřěďěńěŋĺ£ ąăğĺśă ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă) ŋěš šřěąőćăŋĺ£ ňĺŋĺňăńĳŋőśšĺ ŋă ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśă. Ŋăŕřĺňěř, ďőąăćń££ ł ąăğĺśş ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋš ĺďěăńă, ňż ćŋőćĳ ŕőńşůăěň ąăğĺś šőčő ęě ĺďěăńă.

Ğăďăůă 2.12. Ďőłăğăšĳ, ůšő (a_1, a_2, . . ., a_k, a) = (a_1, a_2, . . ., a_k)

ďń£ ń¿ąőčő a ∈ (a_1, a_2, . . ., a_k).

Ğăďăůă 2.13. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łőńĳűě Zĺďěăń (5,13) śőćŕăďăěš

śő ćśěň łőńĳűőň Z. Ąőńěě őąźő, (a_1, a_2, . . ., a_k) = (ŊŐĎ(a_1, a_2, . . . , a_k)). Ğăďăůă 2.14. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łőńĳűě K[x, y] ĺďěăń I_0 (śň.

ŕřĺňěř 2.8) śőćŕăďăěš ś ĺďěăńőň (x, y).

Ğăďăůă 2.15. Ďőłăğăšĳ, ůšő (f_1) = (f_2) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă,

łőčďă ňŋőčőůńěŋż f_1 ĺ f_2 őšńĺůă¿šś£ ŋă ŋěŋşńěćş¿ łőŋśšăŋšş.

2.2. Ĺďěăńż ć łőńĳűăţ ňŋőčőůńěŋőć Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ąőńěě ŕőďřőąŋő řăśśňőšřĺň ĺďěăńż ĺ ĺţ ąăğĺśż ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.16. Łőńĳűő K[x] ěśšĳ łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďě-

ăńőć ďń£ ń¿ąőčő ŕőń£ K .

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕő śşšĺ ŕőćšőř£ěš ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďńőęěŋĺ£ 2.3 (ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ ő ďěńěŋĺĺ ś őśšăšłőň ďń£ ňŋőčőůńěŋőć).

Ğăďăůă 2.17. Ŋăľšĺ őąřăğş¿źş¿ ĺďěăńă ć R[x], śőśšő£źěčő

ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć, őąřăźă¿źĺţś£ ć ŋőńĳ ć šőůłăţ x = 0, x = 1 ĺ x = 2.

2.2. ŠĚŐŘĚŇĂ ČĹŃĲĄĚŘŠĂ Ő ĄĂĞĹŚĚ 19

Ğăďăůă* 2.18. Ďőłăğăšĳ, ůšő łőńĳűő Z[x] ŋě £ćń£ěšś£ łőńĳűőň

čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Łăł şęě şłăğżćăńőśĳ, łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć őš ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ŋě £ćń£¿šś£ łőńĳűăňĺ čńăćŋżţ ĺďěăńőć. Šěň ŋě ňěŋěě ďń£ ŋĺţ śŕřăćěďńĺćă śńěďş¿źă£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ šěőřěňă, ďőłăğăŋŋă£ Ďăćĺďőň Čĺńĳąěřšőň ŋă řşąěęě XIX ĺ XX ćěłőć:

Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě. Łăęďżľ ĺďěăń

I ◁K [x1, . . ., xn] ďőŕşśłăěš łőŋěůŋżľ ąăğĺś, š.ě. ŋăľďşšś£ šă-

łĺě f_1(x_1, . . ., x_n), . . . , f_k(x_1, . . ., x_n) ∈ I, ůšő

I = {f_1r_1 + . . . + f_kr_k | r_1, . . ., r_k ∈ K [x_1, . . ., x_n]}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřĺćěďěŋő ć Čńăćě 6.

Ğăďăůă* 2.19. Řăśśňőšřĺň ć łőńĳűě K[x, y] ĺďěăńż:

1) I_1 = { ∑ i,j a_{ij}x^iy^j | a_{ij} ∈ R, i + j ≥ 17}; 2) I_2 = (y, x^2, yx^3, y^2x^4, y^3x^5, . . .) (śăňőśšő£šěńĳŋő őŕřěďěńĺšě ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ ąěśłőŋěůŋżň ňŋőęěśšćőň ¡ńěňěŋšőć!)

Ŋăľšĺ łőŋěůŋżě ąăğĺśż ć ¡šĺţ ĺďěăńăţ.

Ğăďăůă* 2.20. Ŋăľšĺ łőŋěůŋżľ ąăğĺś ć ĺďěăńě I_3 = {f(x, y, z, t) ∈ R[x, y, z, t] | f(a, a, a, a) = 0 ∀a ∈ K }, čďě K { ŕřőĺğćőńĳŋőě ąěśłőŋěůŋőě ŕőńě.

Ğăďăůă 2.21. Ŋăľšĺ ůěšżřě řăğńĺůŋżţ ąăğĺśă ć ĺďěăńě (x, y, z) ◁ K [x, y, z]. Ğăďăůă 2.22. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ňŋőęěśšćă M ňŋőčő-

ůńěŋőć őš n ŕěřěňěŋŋżţ ć ŋěň ŋăľďěšś£ łőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő m_1, . . ., m_k šăłőě, ůšő łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ m ∈ M ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ ć ćĺďě m = m_1r_1 + . . . + m_kr_k, čďě r_i { ŋěłőšőřżě ňŋőčőůńěŋż.

Ğăďăůă 2.23. Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř łőńĳűă R ĺ ĺďěăńă I ◁R, šăłĺţ

ůšő I ŋě őąńăďăěš łőŋěůŋżň ąăğĺśőň.

20 ČŃĂĆĂ 2. ŚĂŞ Ĺ ĹŢ ĹĎĚĂŃŻ

2.3. Ĺďěăń śĺśšěňż

Śő ćś£łőľ ŚĂŞ P_1(x_1, . . ., x_n) = 0, P_2(x_1, . . ., x_n) = 0, · · ·· · · · · · ňż ňőęěň ść£ğăšĳ ĺďěăń I, ŕőřőęďěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋăňĺ, őšćěůă¿źĺňĺ şřăćŋěŋĺ£ň śĺśšěňż : I = (P_1(x_1, . . ., x_n), P_2(x_1, . . ., x_n), . . .). Ěśńĺ śĺśšěňş (1) őąőğŋăůĺšĳ ďń£ łřăšłőśšĺ ąşłćőľ S, šő śőőšćěšśšćş¿źĺľ ĺďěăń ąşďěš őąőğŋăůăšĳś£ I(S).

Ńěňňă 2.24. Ěśńĺ F ∈ I(S), šő F (x^0_1, . . ., x^0_n) = 0 ďń£ ćś£łőčő

řěÿěŋĺ£ (x^0_1, . . ., x^0_n) śĺśšěňż S.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. F ∈ I(S) ⇐⇒ F = r_1P_1 + . . . + r_mP_m,

őšłşďă

F (x^0_1, . . ., x^0_n) = r_1(x^0_1, . . ., x^0_n)P_1(x^0_1, . . ., x^0_n) + . . . +r_m(x^0_1, . . ., x^0_n)P_m(x^0_1, . . ., x^0_n) = r_1(x^0_1, . . ., x^0_n) · 0 + . . . +r_m(x^0_1, . . ., x^0_n) · 0 = 0.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.25. Ŕşśšĳ {P_1, . . ., P_m} ĺ {P_1, . . ., P_k} |

ďćă ąăğĺśă őďŋőčő ĺďěăńă I. Šőčďă śĺśšěňż

P_1(x_1, . . ., x_n) = 0, · · · · · ·· · · P_m(x_1, . . ., x_n) = 0

(∗) ĺ

P_1(x_1, . . ., x_n) = 0, · · · · · ·· · · P_k(x_1, . . ., x_n) = 0 (∗∗) ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ (x^0_1, . . ., x^0_n) | řěÿěŋĺě śĺśšěňż

(*). Ŕőłăęěň, ůšő őŋő £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň śĺśšěňż (**). Ŕőśłőńĳłş P_i ∈ (P_1, . . ., P_m) ŕő şśńőćĺ¿, ĺğ ńěňňż 2.24 śńěďşěš, ůšő P_i(x^0_1, . . ., x^0_n) = 0. Ăŋăńőčĺůŋő, łăęďőě řěÿěŋĺě (**) £ćń£- ěšś£ řěÿěŋĺěň (*).

Ćżćőď. Ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż őďŋőğŋăůŋő őŕřěďě-

ń£ěšś£ ĺďěăńőň śĺśšěňż. Řăğńĺůŋżě ąăğĺśż őďŋőčő ĺďěăńă őšćěůă¿š ¡łćĺćăńěŋšŋżň śĺśšěňăň.

2.3. ĹĎĚĂŃ ŚĹŚŠĚŇŻ 21

Śńěďśšćĺě 2.26. Łăęďă£ śĺśšěňă ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ

¡łćĺćăńěŋšŋă łőŋěůŋőľ śĺśšěňě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě śńěďşěš,

ůšő ćő ćś£łőň ĺďěăńě I ◁K [x_1, . . ., x_n] ňőęŋő ćżąřăšĳ łőŋěůŋżľ ąăğĺś.

Ŋă śăňőň ďěńě, ăŋăńĺğĺřş£ ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě, ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łă£ ąěśłőŋěůŋă£ śĺśšěňă P_1(x_1, . . ., x_n) = 0, P_2(x_1, . . ., x_n) = 0, · · · · · ·· · · ¡łćĺćăńěŋšŋă śĺśšěňě P_1(x_1, . . ., x_n) = 0, P_2(x_1, . . ., x_n) = 0, · · · · · ·· · · P_N (x_1, . . ., x_n) = 0,

ă şřăćŋěŋĺ£ P_{N +1}(x_1, . . ., x_n) = 0, P_{N +2}(x_1, . . ., x_n) = 0, . . . ŋă ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż ŋě ćńĺ£¿š.

Śńěďśšćĺě 2.26 ŕőğćőń£ěš ŋăň ć ďăńĳŋěľÿěň řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő łőŋěůŋżě śĺśšěňż.

Śńěďśšćĺě 2.27. Ćś£łă£ ŚĂŞ őš őďŋőčő ŋěĺğćěśšŋőčő ¡łćĺ-

ćăńěŋšŋă śĺśšěňě ĺğ őďŋőčő şřăćŋěŋĺ£.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śńěďşěš ĺğ ŕřěďńőęěŋĺ£ 2.16. Ğăďăůă 2.28. ă) Ďőłăğăšĳ śńěďśšćĺě 2.27 ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő,

ĺśŕőńĳğş£ ŕőŋ£šĺě ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ňŋőčőůńěŋőć;

ą) Łăłőňş şřăćŋěŋĺ¿ ¡łćĺćăńěŋšŋă śĺśšěňă:

x^4 + x^3 − x − 1 = 0, x^3 + 2x^2 + 2x + 1 = 0, x^6 + x^5 + x^2 + 2x + 1 = 0 ? Ňőęěš ŕőłăğăšĳś£, ůšő ěśńĺ śĺśšěňż S_1 ĺ S_2 ¡łćĺćăńěŋšŋż, šő I(S_1) = I(S_2). İšş čĺŕőšěğş ńěčłő őŕřőćěřčŋşšĳ.

Ŕřĺňěř 2.29. Şřăćŋěŋĺ£ x = 0 ĺ x^2 = 0 ¡łćĺćăńěŋšŋż, šőčďă

łăł ĺďěăńż (x^2) ĺ (x) ŋě śőćŕăďă¿š.

22 ČŃĂĆĂ 2. ŚĂŞ Ĺ ĹŢ ĹĎĚĂŃŻ

Ğăďăůă 2.30. Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř ¡łćĺćăńěŋšŋżţ śĺśšěň S_1 ĺ

S_2 šăłĺţ, ůšő I(S_1) ⊄ I(S_2) ĺ I(S_2) ⊄ I(S_1).

Ňőęŋő ńĺ, ĺňě£ ńĺÿĳ ĺďěăńż I(S_1) ĺ I(S_2), ćż£śŋĺšĳ, ¡łćĺćăńěŋšŋż ńĺ śĺśšěňż S_1 ĺ S_2 (řăğşňěěšś£, ŋě řěÿă£ śăňĺţ śĺśšěň)? Ŋăŕřĺňěř, ŋăď ŕőńěň R şřăćŋěŋĺ£ x^2 + y^2 − 2xy + 1 = 0 ĺ x^4 + y^4 + 2 = 0 ¡łćĺćăńěŋšŋż (ŋě ĺňě¿š řěÿěŋĺľ), ŋő ść£ğĺ ňěęďş ĺďěăńăňĺ (x^2 + y^2 − 2xy + 1) ĺ (x^4 + y^4 + 2) ŋě ćĺďŋő.

Ďń£ ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżţ ŕőńěľ Čĺńĳąěřš ŕőńşůĺń őůěŋĳ łřăśĺćżľ őšćěš ŋă ĺŋšěřěśş¿źĺľ ŋăś ćőŕřőś. Ťőřňşńĺřőćłě (ŋő ŋě ďőłăğăšěńĳśšćş) ¡šőčő őšćěšă ňż ŕőść£šĺň śńěďş¿źş¿ čńăćş.

Čńăćă 3.

Ŕőŋ£šĺě ăťťĺŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ĺ ťőřňşńĺřőćłă šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ

3.1. Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż ăťťĺŋŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ

Ŋěťőřňăńĳŋő čőćőř£, ăťťĺŋŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ | ¡šő ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ. Ŋěśňőšř£ ŋă łăęşźş¿ś£ ŕřőśšőšş őŕřěďěńěŋĺ£, őąžěłš ¡šő ćěśĳňă śńőęŋżľ. Ďń£ ěčő ĺğşůěŋĺ£ ğă ŕőśńěďŋĺě ďćă ćěłă ć ňăšěňăšĺłě śťőřňĺřőćăńăśĳ śŕěűĺăńĳŋă£ ďĺśűĺŕńĺŋă | ăńčěąřăĺůěśłă£ čěőňěšřĺ£ | őďŋă ĺğ śăňżţ ćżśőłőŋăşůŋżţ, śăňżţ řăğřăąőšăŋŋżţ ĺ śăňżţ šřşďŋżţ ďĺśűĺŕńĺŋ. Ć ŋăÿěň łşřśě ňż ńĺÿĳ łőśŋěňś£ ¡šőčő ŕřěďňěšă.

Ŋă śăňőň ďěńě őŕřěďěńěŋĺě ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ćěśĳňă šěţŋĺůŋő, ŋő ňż őčřăŋĺůĺňś£ śńěďş¿źěľ ŋăĺćŋőľ šőůłőľ ğřěŋĺ£.

24 ČŃĂĆĂ 3. ŠĚŐŘĚŇĂ ČĹŃĲĄĚŘŠĂ Ő ŊŞŃ§Ţ

Ŕşśšĳ A^n | ¡šő n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň K .

Őŕřěďěńěŋĺě 3.1. Ŕőďňŋőęěśšćő X ć A^n ŋăğżćăěšś£ ăť-

ťĺŋŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň, ěśńĺ ŋăľďěšś£ šăłă£ śĺśšěňă S: f_1(x_1, . . ., x_n) = 0, · · ·· · · · · · f_m(x_1, . . ., x_n) = 0,

ůšő x ∈ X ⇐⇒ x | řěÿěŋĺě śĺśšěňż S.

Ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż S őąőğŋăůĺň ůěřěğ X(S). Ďń£ ĺďěăńă I ◁K [x_1, . . ., x_n] őŕřěďěńĺň ŕőďňŋőęěśšćő X(I) ć A^n łăł ňŋőęěśšćő šőůěł, ć łőšőřżţ ćśě ňŋőčőůńěŋż ĺğ ĺďěăńă I řăćŋż ŋşń¿.

§śŋő, ůšő ďćě śĺśšěňż S_1 ĺ S_2 ¡łćĺćăńěŋšŋż ⇐⇒ X(S_1) = X(S_2). Ŕő¡šőňş ¡łćĺćăńěŋšŋżě śĺśšěňż őŕřěďěń£¿š őďŋő ĺ šő ęě ňŋőčőőąřăğĺě, ă ŋě¡łćĺćăńěŋšŋżě śĺśšěňż | řăğńĺůŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£.

§śŋő šăłęě, ůšő X(S) = X(I(S)).

Ğăďăůă 3.2. Ğăďăšĳ şřăćŋěŋĺ£ňĺ ć C^3 ňŋőęěśšćő, śőśšő£źěě

ĺğ šřěţ šőůěł (1, 2, 3), (4, 5, 6) ĺ (7, 8, 9).

Ğăďăůă 3.3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ăťťĺŋŋżňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ £ćń£¿šś£:

ă) ŕřőĺğćőńĳŋżľ łőŋěůŋżľ ŋăąőř šőůěł ŋă ŕř£ňőľ A^1; ą) ŕřőĺğćőńĳŋżľ łőŋěůŋżľ ŋăąőř šőůěł ć A^n; ć) ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć A^n;

č) ŕřőĺğćőńĳŋżľ łőŋěůŋżľ ŋăąőř ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć A^n; ď) ćś£łă£ ŕăřăąőńă ŋă ŕńőśłőśšĺ;

ŋě £ćń£¿šś£:

ě) ŕőďňŋőęěśšćő űěńżţ ůĺśěń ŋă ŕř£ňőľ R^1; ę) ňŋőęěśšćő {(x, y) | y = sin x} ⊆ R^2.

Ğăďăůă 3.4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ă) ŕěřěśěůěŋĺě; ą) őąžěďĺŋěŋĺě

ďćşţ ăťťĺŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ ć A^n £ćń£ěšś£ ăťťĺŋŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň.

3.1. ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹ§ Ĺ ŔŘĹŇĚŘŻ 25

Ŕřĺňěř 3.5. Ňŋőęěśšćő šőůěł {(t, t^2, t^3) | t ∈ K } ⊆ A^3 £ćń£-

ěšś£ ăťťĺŋŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň, ěčő ğăďăěš śĺśšěňă { y = x^2 z = x^3.

Śőőšćěšśšćş¿źĺľ ĺďěăń I = (x^2 − y, x^3 − z) ◁ K[x, y, z].

Łăł şęě şłăğżćăńőśĳ, śőćśěň ŋěśţőęĺě ĺďěăńż ňőčşš ğăďăćăšĳ śőćŕăďă¿źĺě ňŋőčőőąřăğĺ£. Ć šő ęě ćřěň£ ďń£ ćś£łőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ X ěśšĳ ŋăĺąőńĳÿĺľ ĺďěăń J(X), ğăďă¿źĺľ ¡šő ňŋőčőőąřăğĺě ĺ śőďěřęăźĺľ ćśě őśšăńĳŋżě ğăďă¿źĺě ěčő ĺďěăńż. Ă ĺňěŋŋő, J(X) = {P ∈ K [x_1, . . ., x_n] | P (x) = 0 ∀x ∈ X}. Ğăďăůă 3.6. Ŕřőćěřĺšĳ, ůšő J(X) | ĺďěăń.

Ŋăŕřĺňěř, ďń£ šőůłĺ ŋőńĳ ć A^2 ĺďěăń J ěśšĳ (x, y), ă ďń£ őśĺ Ox ć A^2 ĺďěăń J ěśšĳ (y).

Ĺďěăń J(X(S)) ňőęěš ŋě śőćŕăďăšĳ ś ĺďěăńőň śĺśšěňż, ŋő őą£ğăšěńĳŋő ěčő śőďěřęĺš. Šăł ňŋőęěśšćő ŋşńěľ ĺďěăńă (x^2) ◁

K [x] ěśšĳ őďŋă šőůłă {0}, J({0}) = (x) ĺ (x^2) ⊂ (x).

Ğăďăůă 3.7. Ŋăľšĺ J(X), čďě X =

ă) {2, 3, 4, 5} ⊆ A^1; ą) {x = y = z} ⊆ A^3; ć) {(x, y) | x^4 = y^2} ⊆ A^2;

č) {(x, y) | x^2 − 2xy + y^2 = 0} ⊆ A^2.

Ğăďăůă** 3.8. ă) Řăśśňőšřĺň łřĺćş¿ X ć C^3, ğăďăŋŋş¿ ŕă-

řăňěšřĺůěśłĺ x = t^3, y = t^4, z = t^5, t ∈ C . Ďőłăğăšĳ, ůšő ĺďěăń J(X) ŋě ňőęěš ążšĳ ŕőřőęďěŋ ďćşň£ ¡ńěňěŋšăňĺ.

ą) Ğăďăšĳ şłăğăŋŋş¿ łřĺćş¿ śĺśšěňőľ ĺğ šřěţ şřăćŋěŋĺľ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 3.9. Śĺśšěňż S_1 ĺ S_2 ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ

šőńĳłő šőčďă, łőčďă J(X(S_1)) = J(X(S_2)).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śĺśšěňż S_1 ĺ S_2 ¡łćĺćăńěŋšŋż ⇐⇒

X(S_1) = X(S_2) ⇐⇒ J(X(S_1)) = J(X(S_2)).

26 ČŃĂĆĂ 3. ŠĚŐŘĚŇĂ ČĹŃĲĄĚŘŠĂ Ő ŊŞŃ§Ţ

Ğăďăůă 3.10. Ďőłăğăšĳ ¡šĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 3.9 ŕőłă ŕřěďśšăćń£ěšś£ ąěśŕőńěğŋżň ś ŕřăłšĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£, šăł łăł ŋě£śŋő, łăł ŋăţőďĺšĳ ĺďěăń J(X(S)).

Ŋăď ŕőńěň C ĺďěăń J(X(S)) ňőęŋő őŕĺśăšĳ ąőńěě łőŋśšřşłšĺćŋő. Ć ¡šőň ĺ śőśšőĺš šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ.

3.2. Řăďĺłăń ĺďěăńă

Ŕşśšĳ I ◁ K [x_1, x_2, . . ., x_n] | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ĺďěăń.

Őŕřěďěńěŋĺě 3.11. Řăďĺłăńőň ĺďěăńă I ŋăğżćăěšś£ ňŋőęě-

śšćő r(I) = {f ∈ K[x_1, . . ., x_n] | ∃s ∈ N : f^s ∈ I}. Ŕřěďńőęěŋĺě 3.12. 1) I ⊆ r(I); 2) r(I) | ĺďěăń ć K [x_1, . . ., x_n];

3) X(I) = X(r(I)).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1) Ďń£ ćś£łőčő f ∈ I ćőğĳňěň s = 1.

2) Ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ ďćă śćőľśšćă ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺďěăńă: (1) f_1, f_2 ∈ r(I) =⇒ f_1 − f_2 ∈ r(I). Ŋăň ĺğćěśšŋő, ůšő ∃s_1, s_2 ∈ N: f^{s1}_1 ∈ I ĺ f^{s2}_2 ∈ I. Šőčďă

(f_1 − f_2)^{s1+s2} = s1+s2∑ k=0 C^k_{s1+s2} (−1)^{s1+s2−k}f^k_1 f^{s1+s2−k}_2

(ťőřňşńă ąĺŋőňă Ŋĳ¿šőŋă). Ŕřĺ k ≥ s_1 f^k_1 = f^{s1}_1 ·f^{k−s1}_1 ∈ I =⇒ f^k_1 · C^k_{s1+s2} (−1)^kf^{s1+s2−k}_2 ∈ I. Ŕřĺ k < s_1 ĺňěěň s_1 + s_2 − k > s_2 =⇒ f^{s1+s2−k} 2 ∈ I =⇒ f^{s1+s2−k}_2 · C^k_{s1+s2} (−1)^{s1+s2−k}f^k_1 ∈ I. Ĺšăł, ćśě śńăčăěňżě ńěęăš ć I =⇒ (f_1 −f_2)^{s1+s2} ∈ I =⇒ f_1 −f_2 ∈ r(I);

(2) f_1 ∈ r(I), f_2 ∈ K [x_1, . . ., x_n] =⇒ f_1f_2 ∈ r(I). Ňż ğŋăěň, ůšő ∃s : f^s_1 ∈ I. Ŋő šőčďă (f_1f_2)^s = f^s_1 f^s_2 ∈ I =⇒ f_1f_2 ∈ r(I).

3) Ĺğ šőčő, ůšő I ⊆ r(I) śńěďşěš, ůšő X(r(I)) ⊆ X(I). Őąřăšŋő, ŕşśšĳ x ∈ X(I) ĺ ŕşśšĳ f(x) ≠ 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő

3.3. ŠĚŐŘĚŇĂ ČĹŃĲĄĚŘŠĂ Ő ŊŞŃ§Ţ 27

f ∈ r(I). Šőčďă f^s(x) = (f(x))^s ≠ 0 ∀s | ŕřőšĺćőřěůĺě, š.ł. ∃s : f^s ∈ I. Ğăďăůă 3.13. Ŋăľšĺ r(I) ďń£ śńěďş¿źĺţ ĺďěăńőć I:

ă) I = (x^2) ◁ K[x]; ć) I = (x^2, y^3) ◁ K[x, y]; ą) I = (x, y) ◁ K [x, y]; č) I = (x^2 + y^2 + z^2) ◁ K [x, y, z].

Ğăďăůă 3.14. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć řăďĺłăń

čńăćŋőčő ĺďěăńă £ćń£ěšś£ čńăćŋżň ĺďěăńőň.

3.3. Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ

Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ. Ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń

ďń£ łăęďőľ śĺśšěňż ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ S ĺňěěň

J(X(S))=r(I(S))

Ŕőśńě ŕěřěťőřňşńĺřőćłĺ ŋă £ğżł śĺśšěň şřăćŋěŋĺľ şšćěřęďěŋĺě śšăŋőćĺšś£ ąőńěě ŕőŋ£šŋżň: ďń£ śĺśšěňż

f_1(x_1, . . ., x_n) = 0, · · · · · ·· · · f_m(x_1, . . ., x_n) = 0

ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ ňŋőčőůńěŋ F (x_1, . . ., x_n) őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă ćśěţ řěÿěŋĺ£ţ ďăŋŋőľ śĺśšěňż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŋăľďşšś£ r_1(x_1, . . ., x_n), . . ., r_m(x_1, . . ., x_n) ĺ s ∈ N šăłĺě, ůšő F^s = r_1f_1 + . . . + r_mf_m .

(Őąž£śŋĺšě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ¡šĺţ ťőřňşńĺřőćőł!) Ŋăŕřĺňěř, ł śĺśšěňě { f_1 = x + 2y + 4yz^2 = 0, f_2 = 4xz^2 − y = 0

ňőęŋő ďőąăćĺšĳ şřăćŋěŋĺě x + y = 0 ĺ ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ŋě ĺğňěŋĺšś£, ŕőśłőńĳłş (x + y)^2 = f_1x − f_2y. Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ şšćěřęďăěš, ůšő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż ŋě ĺğňěŋ£ěš šőńĳłő ďőąăćńěŋĺě şřăćŋěŋĺľ, ŕőńşůěŋŋżţ ŕőďőąŋżň śŕőśőąőň.

28 ČŃĂĆĂ 3. ŠĚŐŘĚŇĂ ČĹŃĲĄĚŘŠĂ Ő ŊŞŃ§Ţ

Ğăďăůă 3.15. 1) Ŕőłăğăšĳ ŋă ŕřĺňěřě, ůšő ŋăď ŕőńěň R

šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ŋěćěřŋă.

2) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć f, f_1, . . . , f_m ćěźěśšćěŋżě ĺ ŕřĺ ¡šőň f őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă ňŋőęěśšćě őąźĺţ ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . ., f_m ŋăď C , šő śşźěśšćş¿š šăłĺě ňŋőčőůńěŋż r_1, . . ., r_m ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ůšő f^s = r_1f_1 + . . . + r_mf_m ďń£ ŋěłőšőřőčő s ∈ N.

3.4. Ŕřĺňěŋěŋĺ£ ć šěőřĺĺ śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď C

Śńěďśšćĺě 3.16. Śĺśšěňż S_1 ĺ S_2 ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ

šőńĳłő šőčďă, łőčďă r(I(S_1)) = r(I(S_2)).

İšő śńěďśšćĺě ňőęŋő ŕřĺňěŋ£šĳ ć łőŋłřěšŋżţ ğăďăůăţ şęě ďőśšăšőůŋő ¡ťťěłšĺćŋő. Őŋő ŕőğćőń£ěš ďőłăğżćăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ďćşţ śĺśšěň, ŋě ŋăţőď£ ňŋőęěśšćă ĺţ řěÿěŋĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě 3.17. Ĺďěăń I ŋăğżćăěšś£ řăďĺłăńĳŋżň, ěśńĺ I = r(I). Śńěďśšćĺě 3.16 ŕőłăğżćăěš, ůšő ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋă£ ąĺěłűĺ£ ňěęďş řăďĺłăńĳŋżňĺ ĺďěăńăňĺ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć ĺ łńăśśăňĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ śĺśšěň (š.ě. ăťťĺŋŋżňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ).

Ğăďăůă 3.18. Ďőłăğăšĳ, ůšő řăďĺłăń ŕřőĺğćőńĳŋőčő ĺďěăńă

£ćń£ěšś£ řăďĺłăńĳŋżň ĺďěăńőň.

Ŕřěďńőęěŋĺě 3.19. Ŕşśšĳ f_1(x_1, . . ., x_n) ĺ f_2(x_1, . . ., x_n) |

ďćă ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋă. Şřăćŋěŋĺ£ f_1 = 0 ĺ f_2 = 0 ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňŋőčőůńěŋż f_1 ĺ f_2 ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ f_1 ĺ šěőřěňż ő ťăł-

šőřĺăńĳŋőśšĺ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć śńěďşěš, ůšő ěśńĺ łăłă£-šő śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă f ďěńĺšś£ ŋă f_1, šő ĺ śăň f ďěńĺšś£ ŋă f_1. Ŕő¡šőňş r((f_1)) = (f_1).

Şřăćŋěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

3.4. ŔŘĹŇĚŊĚŊĹ§ 29

r((f_1)) = r((f_2)) ⇐⇒ (f_1) = (f_2). Ŕőśńěďŋěě řăćŋőśĺńĳŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋőć (śň. ğăďăůş 2.15).

Ğăďăůă 3.20. Ŋă ŕřĺňěřě ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřěďńőęěŋĺě 3.19 ŋě

ňőęěš ążšĳ ďőłăğăŋő ŋăď R.

Ğăďăůă 3.21. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăď C śĺśšěňă ¡łćĺćăńěŋšŋă őď-

ŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă řăďĺłăń ĺďěăńă ¡šőľ śĺśšěňż £ćń£ěšś£ čńăćŋżň ĺďěăńőň. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ ĺďěăń śĺśšěňż £ćń£ěšś£ čńăćŋżň ?

Ğăďăůă 3.22. Őąž£śŋĺšĳ, ŕőůěňş şšćěřęďěŋĺ£ ńěňňż 1.26 ĺ

ŕřĺňěřă 2.8 ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Śńěďśšćĺě 3.23. Śĺśšěňă S ŋěśőćňěśšŋă ⇐⇒ 1 ∈ I(S).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ⇐= Ěśńĺ 1 ∈ I(S), šő ł śĺśšěňě ňőęŋő

ďőąăćĺšĳ şřăćŋěŋĺě 1 = 0, łőšőřőě ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ.

=⇒ Ěśńĺ S ŋěśőćňěśšŋă, šő X(S) = ∅. Ć śőőšćěšśšćĺĺ ňěęďş ăťťĺŋŋżňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ ĺ řăďĺłăńĳŋżňĺ ĺďěăńăňĺ ŕşśšőňş ňŋőęěśšćş őšćěůăěš ĺďěăń, śőćŕăďă¿źĺľ śő ćśěň łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć (ŕőůěňş ?), őšłşďă J(X(S)) = r(I(S)) =

C [x1, . . ., xn]. Ŕő¡šőňş 1 ∈ r(I(S)), š.ě. ∃s : 1^s ∈ I(S) =⇒ 1 ∈ I(S). Ğăňěšĺň, ůšő ć şśńőćĺ£ţ śńěďśšćĺ£ 3.23 I(S) = C [x_1, . . ., x_n].

Ŕřĺňěř 3.24. Śĺśšěňă

x^2 + xy − y + 1 = 0, x^3 − x^2 + x + y^3 = 0, y^4 + x^3 + yx^3 + x − 1 = 0 ŋěśőćňěśšŋă.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ şřăćŋěŋĺ£ f_1 = 0, f_2 = 0 ĺ f_3 = 0 śőőšćěšśšćěŋŋő, šő xf_1 + yf_2 − f_3 = 1 = 0 | ŕřőšĺćőřěůĺě.

Śńěďśšćĺě 3.23 ŕőłăğżćăěš, ůšő şřăćŋěŋĺě "1=0" łăł śńěďśšćĺě śĺśšěňż £ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋőľ ŕřĺůĺŋőľ ŋěśőćňěśšŋőśšĺ śĺśšěňż ŋăď C . Ŋăď ŕőńěň R ¡šő ŋě šăł.

Ŕřĺ ĺğşůěŋĺĺ ŋă 1-őň łşřśě ŕőń£ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń śšşďěŋšăň ďőśšăšőůŋő šřşďŋő őąž£śŋĺšĳ, ğăůěň šăłőě ŕőńě řăśśňăšřĺćăšĳ ĺ ŕőůěňş ŋăďő ŕőńăčăšĳ ĺňěŋŋő i^2 = −1. Ţőůěšś£

30 ČŃĂĆĂ 3. ŠĚŐŘĚŇĂ ČĹŃĲĄĚŘŠĂ Ő ŊŞŃ§Ţ

ŋăďě£šĳś£, ůšő ŕőśńě ĺğşůěŋĺ£ őśŋőćŋőľ šěőřěňż ăńčěąřż ĺ šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ šě ďőśšőĺŋśšćă, łőšőřżňĺ őąńăďă- ¿š łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ, śšăŋşš ąőńěě ŕőŋ£šŋżňĺ.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, śĺśšěňż ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ őůěŋĳ ćăęŋż ć ŕřĺńőęěŋĺ£ţ. Ĺśśńěďőćăŋĺ¿ śŕěűĺťĺłĺ śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ŕőść£źěŋő ňŋőčő řăąőš, śň. ŋăŕřĺňěř őąğőř ć řăğďěńě 3.2 łŋĺčĺ [3].

Ć śńěďş¿źěľ čńăćě ňż ćěřŋěňś£ ł ňŋőčőůńěŋăň ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň. Ć ĺďěăńě śĺśšěňż I(S) ąşďěš ŕőśšřőěŋ ŋěłőšőřżľ ğăňěůăšěńĳŋżľ ąăğĺś | ąăğĺś Čřěąŋěřă. Ć čńăćě 5 ňż şłăęěň ř£ď ăńčőřĺšňőć, ŕőğćőń£¿źĺţ řěÿăšĳ ňŋőčĺě (ŋő ŋě ćśě !) śĺśšěňż ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ. Ŕřĺ ¡šőň šěőřěšĺůěśłĺě řěğşńĳšăšż ŋăśšő£źěľ čńăćż őłăęşšś£ ćěśĳňă ŕőńěğŋżňĺ.

Čńăćă 4.

Ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă

4.1. Ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ŋă ňŋőęěśšćě őďŋőůńěŋőć

Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ąăğĺśă Čřěąŋěřă ĺďěăńă I ◁ K [x_1, . . ., x_n] ŋăň ŕőšřěąşěšś£ őŕřěďěńĺšĳ ďń£ ňŋőčőůńěŋă P (x_1, . . ., x_n) ŕőŋ£šĺě śšăřÿěčő ůńěŋă.

§śŋő, ůšő śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă 3x^5 − x + 2 ěśšĳ őďŋőůńěŋ 3x^5. Ă łăł ćżďěńĺšĳ śšăřÿĺľ ůńěŋ ş ňŋőčőůńěŋă őš ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ, ŋăŕřĺňěř ş x^2y + y^2x + z^5? Ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő śŕőśőąőć őďŋőğŋăůŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£ śšăřÿěčő ůńěŋă ňŋőčőůńěŋă. Ğďěśĳ ňż řăśśňőšřĺň šőńĳłő őďĺŋ šăłőľ śŕőśőą, ŋăğżćăěňżľ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺň.

Őŕřěďěńěŋĺě 4.1. Ňŋőčőůńěŋ, śőśšő£źĺľ ĺğ őďŋőčő ůńěŋă

P = ax^{k1}_1 x^{k2}_2 . . .x^{kn}_n , a ∈ K , ŋăğżćă¿š őďŋőůńěŋőň ĺńĺ ňőŋőňőň.

Śšăřÿĺň ůńěŋőň ňŋőčőůńěŋă P = ∑ a_{i1...in} x^{i1}_1 . . .x^{in}_n ąşďěš őďĺŋ ĺğ ěčő őďŋőůńěŋőć a_{i1...in} x^{i1}_1 . . .x^{in}_n . Łăęďőňş šăłőňş őďŋőůńěŋş ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ŋăąőř (i_1, . . ., i_n) űěńżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń, łőšőřżľ ŋăğżćă¿š ŋăąőřőň śšěŕěŋěľ.

Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ n = 5 őďŋőůńěŋş √ 2x^3_2x_4 őšćěůăěš ŋăąőř (0,3,0,1,0), ă őďŋőůńěŋş 3x^5_1x_4x^3_5 | ŋăąőř (5,0,0,1,3),

Őŕřěďěńěŋĺě 4.2. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ŋăąőř (i_1, . . ., i_n)

ąőńĳÿě ŋăąőřă (j_1, . . ., j_n), ěśńĺ ∃k ≤ n šăłőě, ůšő i_1 = j_1,

32 ČŃĂĆĂ 4. ĄĂĞĹŚ ČŘĚĄŊĚŘĂ ĹĎĚĂŃĂ

i_2 = j_2, . . . , i_{k−1} = j_{k−1}, i_k > j_k.

Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ n = 4

(2, 3, 0, 7) < (4, 0, 0, 0) (k = 1) ĺ (3, 1, 5, 2) > (3, 1, 5, 1) (k = 4).

§śŋő, ůšő şłăğăŋŋżň śŕőśőąőň ňőęŋő śřăćŋĺšĳ ń¿ążě ďćă řăğńĺůŋżţ ŋăąőřă őďŋőľ ďńĺŋż.

Ğăďăůă 4.3. ă) Łőŋěůŋő ńĺ ůĺśńő ŋăąőřőć, ňěŋĳÿĺţ ďăŋŋőčő

ŋăąőřă (i_1, i_2, . . ., i_n) ?

ą)* Ŕşśšĳ A_1, A_2, . . . | ŋăąőřż űěńżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń ďńĺŋż n. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋőľ űěŕőůłĺ A_1 > A_2 > . . ..

Ğăňěůăŋĺě. İšőš śŕőśőą şŕőř£ďőůěŋĺ£ ŋăąőřőć ŋăğżćă¿š

ěźě ůĺśšő ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺň. Řăśśňăšřĺćă¿š šăłęě őďŋőřőďŋżľ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł: ş ďćşţ ŋăąőřőć (i_1, . . ., i_n) ĺ (j_1, . . ., j_n) ćŋăůăńě śřăćŋĺćă¿š śšěŕěŋĺ ∑n t=1 i_t ĺ ∑n t=1 j_t ĺ šőńĳłő ć śńşůăě ĺţ śőćŕăďěŋĺ£ ŋăąőřż śřăćŋĺćă¿š ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ. Ŕřĺ šăłőň şŕőř£ďőůěŋĺĺ řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 4.3 śĺńĳŋő şŕřőźăěšś£. Őďŋăłő ďőśšőĺŋśšćă ůĺśšő ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőčő ŕőř£ďłă ňż şćĺďĺň ć čńăćě 5. Ć čńăćăţ 4-5 şŕőř£ďőůěŋĺě ćś¿ďş śůĺšăěšś£ ůĺśšő ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺň.

Őŕřěďěńěŋĺě 4.4. Śšăřÿĺň ůńěŋőň ňŋőčőůńěŋă P (x_1, . . ., x_n) = ∑ a_{i1...in} x^{i1}_1 . . . x^{in}_n ŋăğżćăěšś£ ŋěŋşńěćőľ őďŋőůńěŋ a_i0_{1...i}0_n x^{i01}_1 . . . x^{i0n}n , šăłőľ ůšő ŋăąőř (i^0_1, . . ., i^0_n) ąőńĳÿě ćś£łőčő ďřşčőčő ŋăąőřă śšěŕěŋěľ, ćśšřěůă¿źěčőś£ ć P (x_1, . . ., x_n).

Ŋăŕřĺňěř, śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă 3x_1 + x^2x^4_3 + x^7_4 ěśšĳ 3x_1 (¡šő ňőęěš ŕőłăğăšĳś£ śšřăŋŋżň!), ă śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă x^2y + y^2x + z^5 ěśšĳ x^2y (ğďěśĳ ňż ŋşňěřşěň x_1 = x, x_2 = y, x_3 = z).

Ńěňňă ő śšăřÿěň ůńěŋě. Śšăřÿĺľ ůńěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ£

ňŋőčőůńěŋőć P_1 ·P_2 ěśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě śšăřÿĺţ ůńěŋőć P_1 ĺ P_2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ šőčő ťăłšă, ůšő ěśńĺ (i_1, . . ., i_n) < (l_1, . . ., l_n) ĺ (j_1, . . ., j_n) ≤ (k_1, . . ., k_n), šő (i_1 + j_1, . . ., i_n + j_n) < (l_1 + k_1, . . ., l_n + k_n).

4.2. ŇŊŐČŐČŘĂŊŊĹŁ ŊĲđŠŐŊĂ ŇŊŐČŐŮŃĚŊĂ 33

Šćőřůěśłă£ ğăďăůă. Ŕřěďńőęĺšĳ ŋěśłőńĳłő ďřşčĺţ śŕő-

śőąőć şŕőř£ďőůěŋĺ£ őďŋőůńěŋőć, ďń£ łőšőřżţ śŕřăćěďńĺćă ńěňňă ő śšăřÿěň ůńěŋě. (Ňż ŕřĺćěďěň ŕřĺňěřż šăłĺţ şŕőř£ďőůěŋĺľ ć čńăćě 7.)

4.2. Ňŋőčőčřăŋŋĺł Ŋĳ¿šőŋă ňŋőčőůńěŋă

Śő ćřěňěŋ Ŋĳ¿šőŋă ć ňăšěňăšĺłě ĺğćěśšŋă śńěďş¿źă£ ğăňěůăšěńĳŋă£ čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ŋăąőřőć śšěŕěŋěľ ňŋőčőůńěŋă őš ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ

P (x, y) = 3xy + x^2y^3 − 5x^3y^2 − x^4y + 2x^4y^2 − x^5y^2

ĺ őšňěšĺň ŋă ŕńőśłőśšĺ R^2 ŋăąőřż śšěŕěŋěľ ěčő őďŋőůńěŋőć: (1,1); (2,3); (3,2); (4,1); (4,2); (5,2). Ŕőńşůěŋ łőŋěůŋżľ ŋăąőř šőůěł ś űěńżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ. Ĺţ ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ěśšĳ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł (śň. řĺśşŋőł). 6 - N(P ) y

x q q q q q q � �P PP Ěčő őąőğŋăůă¿š N(P ) ĺ ŋăğżćă¿š ňŋőčőčřăŋŋĺłőň (ňŋőčőşčőńĳŋĺłőň) Ŋĳ¿šőŋă ňŋőčőůńěŋă P (ěśńĺ P ěśšĳ ňŋőčőůńěŋ őš n ŕěřěňěŋŋżţ, N(P ) ěśšĳ ćżŕşłńżľ ňŋőčőčřăŋŋĺł ć ŕřőśšřăŋśšćě R^n). Őłăğżćăěšś£, ňŋőčĺě śćőľśšćă ňŋőčőůńěŋă P ňőęŋő şğŋăšĳ šőńĳłő ŕő ňŋőčőčřăŋŋĺłş N(P ) (ŕőŕřőąşľšě şłăğăšĳ ŕřĺňěřż šăłĺţ śćőľśšć). 6 - y

x q q q q q�@ Ğăďăůă 4.5. ă) Ŋăľšĺ ŋăąőř śšěŕěŋěľ

śšăřÿěčő ůńěŋă ňŋőčőůńěŋă, ňŋőčőşčőńĳŋĺł Ŋĳ¿šőŋă łőšőřőčő şłăğăŋ ŋă řĺśşŋłě.

ą) Ůšő ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ňŋőčőčřăŋŋĺł Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ňŋőčőůńěŋă őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ?

34 ČŃĂĆĂ 4. ĄĂĞĹŚ ČŘĚĄŊĚŘĂ ĹĎĚĂŃĂ

ć) Ŋăľšĺ ůĺśńő ćěřÿĺŋ, ůĺśńő řěąěř ĺ ůĺśńő čřăŋěľ ňŋőčőčřăŋŋĺłă Ŋĳ¿šőŋă ňŋőčőůńěŋă

x^4 + 2y^4 + 3z^4 − xyz + 2x^3y^3 − xz + y^2z^2 − 5.

Őŕřěďěńěŋĺě 4.6. Śşňňőľ Ňĺŋłőćśłőčő ďćşţ ŕőďňŋőęěśšć

P_1 ĺ P_2 ăřĺťňěšĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćăěšś£ ŕőďňŋőęěśšćő P_1 + P_2 = {p_1 + p_2 | p_1 ∈ P_1, p_2 ∈ P_2}.

Ŕřěďńőęěŋĺě 4.7. Ďń£ ń¿ążţ ňŋőčőůńěŋőć f, g ∈ K[x_1, . . ., x_n]

ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő N(fg) = N(f) + N(g).

Ğăňěůăŋĺě. Şłăğăŋŋőě śćőľśšćő ăŋăńőčĺůŋő śćőľśšćş śšě-

ŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă ĺğ ńěňňż ő śšăřÿěň ůńěŋě. Ňőęŋő śłăğăšĳ, ůšő ňŋőčőčřăŋŋĺł Ŋĳ¿šőŋă £ćń£ěšś£ "őąőąźěŋŋőľ śšěŕěŋĳ¿" ňŋőčőůńěŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ w { ŕřőĺğćőńĳŋă£ ńĺŋěľŋă£ ťşŋł-

űĺ£ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě R^n. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćżŕşłńőčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă P ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕőďňŋőęěśšćő P^w = {p ∈ P | w(p) ≤ w(p^′) ∀ p^′ ∈ P } čřăŋĳ¿ ňŋőčőčřăŋŋĺłă P , őšćěůă¿źěľ ťşŋłűĺĺ w. (Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě śőőšćěšśšćşěš ŋăÿěňş ĺŋšşĺšĺćŋőňş ŕőŋĺňăŋĺ¿ šőčő, ůšő šăłőě čřăŋĳ.)

Ğăďăůă 4.8. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă Ňĺŋłőćśłőčő ďćşţ ćżŕşłń-

żţ ňŋőčőčřăŋŋĺłőć £ćń£ěšś£ ćżŕşłńżň ňŋőčőčřăŋŋĺĺłőň. Ďőłăğăšĳ, ůšő (P_1 +P_2)^w = P^w_1 +P^w_2 ďń£ ń¿ążţ ćżŕşłńżţ ňŋőčőčřăŋŋĺłőć P_1 ĺ P_2. Ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ ń¿ąőľ ćěřÿĺŋż v ňŋőčőčřăŋŋĺłă P_1 +P_2 őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋż ćěřÿĺŋż v_1 ĺ v_2 ňŋőčőčřăŋŋĺłőć P_1 ĺ P_2 śőőšćěšśšćěŋŋő, ďń£ łőšőřżţ v = v_1 + v_2. Ŕőłăğăšĳ ŋă ŕřĺňěřě, ůšő śşňňă ďćşţ ćěřÿĺŋ ŋě ćśěčďă £ćń£- ěšś£ ćěřÿĺŋőľ.

4.3. ĞĂĎĂŮĂ ĆŢŐĘĎĚŊĹ§ 35

Ňŋőčőčřăŋŋĺł N(fg) { ¡šő ćżŕşłńă£ őąőńőůłă šőůěł v_1 +v_2, čďě v_1 ŕřőąěčăěš ŋăąőřż śšěŕěŋěľ f, ă v_2 { ŋăąőřż śšěŕěŋěľ g (ŕőůěňş ?). Ŋő ćśě ¡šĺ šőůłĺ ńěęăš ć N(f)+N(g), ŕřĺůěň śřěďĺ ŋĺţ ěśšĳ ćśě ćěřÿĺŋż ňŋőčőčřăŋŋĺłă N(f) + N(g).

Ř£ď ĺŋšěřěśŋżţ śćőľśšć ňŋőčőčřăŋŋĺłőć Ŋĳ¿šőŋă, ă šăłęě őąőąźěŋĺě ¡šőčő ŕőŋ£šĺ£ ś őďŋőčő ňŋőčőůńěŋă ŋă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ ĺďěăń ňőęŋő ŋăľšĺ ć łŋĺčě Ą. Ÿšşřňťěńĳśă [8].

4.3. Ğăďăůă ćţőęďěŋĺ£

Ćěřŋěňś£ ł ĺďěăńăň ć łőńĳűăţ ňŋőčőůńěŋőć. Łăł ćż£śŋĺšĳ, ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺ ňŋőčőůńěŋ h(x) čńăćŋőňş ĺďěăńş (f(x))? Ďă őůěŋĳ ŕřőśšő, ŋşęŋő ďěńĺšĳ ňŋőčőůńěŋ h(x) ŋă f(x) "ć śšőńąĺł" ĺ ěśńĺ řăğďěńĺšś£ ąěğ őśšăšłă, šő h(x) ∈ (f(x)), ĺŋăůě h(x) ∉ (f(x)). Ğăďăůă 4.9. Ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺ x^2 + 2 ĺďěăńş (x^3 + x + 1)?

Ăŋăńőčĺůŋă£ ğăďăůă ůăśšő ćőğŋĺłăěš ĺ ďń£ ňŋőčőůńěŋőć őš ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ, ŋő ğďěśĳ ěě řěÿěŋĺě śşźěśšćěŋŋő śńőęŋěě.

Ğăďăůă ćţőęďěŋĺ£. Ŕşśšĳ ĺďěăń I ◁ K [x_1, . . ., x_n] ğăďăŋ

śćőĺň ąăğĺśőň I = (f_1, . . ., f_m). Šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ăńčőřĺšň, ŕőğćőń£¿źĺľ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć ćż£śŋĺšĳ, ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺ ďăŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ h(x_1, . . ., x_n) ĺďěăńş I, š.ě. śşźěśšćş¿š ńĺ šăłĺě ňŋőčőůńěŋż r_1(x_1, . . ., x_n), . . . , r_m(x_1, . . ., x_n), ůšő h = f_1r_1 + . . . + f_mr_m.

Ŕřĺňěř 4.10. Ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺ ňŋőčőůńěŋ h = x_2x^2_3x_4 −

x_1x_3x^2_4 ĺďěăńş (x_1 + x_2, x_3 + x_4) ◁ K [x_1, x_2, x_3, x_4]?

Őšćěš. Ďă, h = (x_1 + x_2)x^2_3x_4 − (x_3 + x_4)x_1x_3x_4.

Ğďěśĳ ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ ŕőďąőř. İšőš ňěšőď ŋě ŕőňőęěš ŕřĺ ąőńěě čřőňőğďłĺţ ćżřăęěŋĺ£ţ ďń£ h ĺ f_i.

Ğăďăůă 4.11. Ďőłăğăšĳ, ůšő x + y^2x + 3xy^3 ∉ (x^2, y) ◁ K [x, y].

36 ČŃĂĆĂ 4. ĄĂĞĹŚ ČŘĚĄŊĚŘĂ ĹĎĚĂŃĂ

4.4. Őŕřěďěńěŋĺě ąăğĺśă Čřěąŋěřă ĺ řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ćţőęďěŋĺ£

Ŕőśńě ŋěłőšőřżţ řăğďşňĺľ ňőęŋő ŋăľšĺ śńěďş¿źĺľ ňěšőď şŕřőźěŋĺ£ ćżřăęěŋĺ£ ďń£ h ć ğăďăůě ćţőęďěŋĺ£.

Ğăťĺłśĺřşěň őąőğŋăůěŋĺ£. Ďń£ ćś£łőčő ňŋőčőůńěŋă P ĺňěěň P = P_C + P_M , čďě P_C | śšăřÿĺľ ůńěŋ P , ă P_M | śşňňă őśšăńĳŋżţ ůńěŋőć. Ŋăŕřĺňěř, ďń£ P = 2x^2 +xy^3 −4z^2 P_C = 2x^2, P_M = xy^3 − 4z^2.

Őŕěřăűĺ£ řěďşłűĺĺ. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śšăřÿĺľ ůńěŋ

ňŋőčőůńěŋă h ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ ŋěłőšőřőčő ĺğ ňŋőčőůńěŋőć f_i, š.ě. h_C = f_{iC} Q, čďě Q | őďŋőůńěŋ. Šőčďă ŕőńőęĺň h_1 = h − Qf_i = Q(−f_{iM} ) + h_M . Ŕřĺ ¡šőň śšăřÿĺľ ůńěŋ h_1 ňěŋĳÿě śšăřÿěčő ůńěŋă h.

Ńěňňă 4.12. h ∈ (f_1, . . ., f_m) ⇐⇒ h_1 ∈ (f_1, . . ., f_m).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő řăğŋőśšĳ h−

h_1 ŕřĺŋăďńěęĺš (f_1, . . ., f_m). Ĺňěěň h−h_1 = Qf_i ∈ (f_1, . . ., f_m).

Ĺšăł, ğăďăůş ćţőęďěŋĺ£ šěŕěřĳ ňőęŋő řěÿăšĳ ŋě ďń£ h, ă ďń£ h_1 ĺ ğďěśĳ ćŋőćĳ ňőęŋő ŕřĺňěŋ£šĳ řěďşłűĺ¿ (ćőğňőęŋő, ś ďřşčĺň f_i). Ěśńĺ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő řěďşłűĺľ ňŋőčőůńěŋ h śćěďěšś£ (řěďşűĺřşěšś£) ł ŋşń¿, šő h ∈ (f_1, . . ., f_m), š.ł. ŋşńĳ ŕřĺŋăďńěęĺš ń¿ąőňş ĺďěăńş.

Ŕřĺňěř 4.13. h = x_2x^2_3x_4 − x_1x_3x^2_4, f_1 = x_1 + x_2, f_2 = x_3 + x_4.

Ňőŋőň h_C = −x_1x_3x^2_4 ďěńĺšś£ ŋă f_{1C} = x_1 (Q = −x_3x^2_4)

Řěďşłűĺ£ 1. h → x_2x^2_3x_4 + x_2x_3x^2_4 = h_1. Ğďěśĳ h_{1C} =

x_2x^2_3x_4 ďěńĺšś£ ŋă f_{2C} = x_3 (Q = x_2x_3x_4).

Řěďşłűĺ£ 2. h_1 → x_2x^3_4 + x_2x_3x^2_4 = h_2 (řěďşłűĺ£ ŕřő-

ĺğćěďěŋă ďćăęďż). Ğďěśĳ h_{2C} = x_2x_3x^2_4 ďěńĺšś£ ŋă f_{2C} = x_3 (Q = x_2x^2_4).

Řěďşłűĺ£ 3. h_2 → x_2x^3_4 − x_2x^3_4 = 0.

Ĺšăł, h ∈ (f_1, f_2).

4.4. ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹĚ ĄĂĞĹŚĂ ČŘĚĄŊĚŘĂ 37

Ă łăł ążšĳ, ěśńĺ h ŋě řěďşűĺřşěšś£ ł ŋşń¿, š.ě. ŋă ŋěłőšőřőň ¡šăŕě ćőğŋĺłăěš ňŋőčőůńěŋ, śšăřÿĺľ ůńěŋ łőšőřőčő ŋě ďěńĺšś£ ŋĺ ŋă őďĺŋ ĺğ őďŋőůńěŋőć f_{1C} , f_{2C} , . . . , f_{mC} ? Ňőęŋő ńĺ şšćěřęďăšĳ, ůšő h ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš ĺďěăńş ?

Łăł ¡šő ůăśšő ążćăěš ć ňăšěňăšĺłě, ěśńĺ ňż ŋě ňőęěň śłăğăšĳ ŋĺůěčő łőŋłřěšŋőčő, ňż ťĺłśĺřşěň ęěńăěňőě ć őŕřěďěńěŋĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 4.14. Ąăğĺś f_1, . . ., f_m ĺďěăńă I = (f_1, . . ., f_m)

ŋăğżćăěšś£ ąăğĺśőň Čřěąŋěřă ¡šőčő ĺďěăńă, ěśńĺ ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ h ∈ I řěďşűĺřşěšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ ŕőňőźĺ f_1, . . ., f_m, ĺńĺ Őŕřěďěńěŋĺě 4.14.1 Ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . ., f_m | ąăğĺś

Čřěąŋěřă ć I = (f_1, . . ., f_m), ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő h ∈ I őďŋőůńěŋ h_C ďěńĺšś£ ŋă őďĺŋ ĺğ őďŋőůńěŋőć f_{1C} , f_{2C}, . . ., f_{mC}.

Ğăďăůă 4.15. a) Ďőłăğăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ¡šĺţ őŕřěďěńě-

ŋĺľ.

ą) Ŕşśšĳ f_1, . . ., f_m | ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ h ∈ I, šő h řěďşűĺřşěšś£ ł ŋşń¿ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕřĺňěŋĺňőľ ł ŋěňş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ řěďşłűĺľ.

Ğăďăůă 4.16. Ŕşśšĳ f_1, . . ., f_m { ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć ĺğ ĺďě-

ăńă I, ďń£ łőšőřżţ śšăřÿĺľ ůńěŋ h_C ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă h ∈ I ďěńĺšś£ ŋă őďĺŋ ĺğ śšăřÿĺţ ůńěŋőć f_{iC} . Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ňŋőčőůńěŋż f_1, . . ., f_m £ćń£¿šś£ ąăğĺśőň ĺďěăńă I ĺ šěň śăňżň £ćń£¿šś£ ąăğĺśőň Čřěąŋěřă ć I.

Ŕřĺňěř 4.17. Ŕőłăęěň, ůšő f_1 = x, f_2 = y ěśšĳ ąăğĺś Čřěą-

ŋěřă ć ĺďěăńě (x, y) ◁ K[x, y]. Ŕşśšĳ h(x, y) | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Ěśńĺ śšăřÿĺľ ůńěŋ h ďěńĺšś£ ŋă x, šő řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_1 ěśšĳ ğăňěŋă x ŋă 0 (őąŋşńěŋĺě śšăřÿěčő ůńěŋă). Ěśńĺ śšăřÿĺľ ůńěŋ ďěńĺšś£ ŋă y, řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_2 šăłęě őąŋşń£ěš śšăřÿĺľ ůńěŋ. Ŕő¡šőňş ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ řěďşűĺřşěšś£ ł śćőěňş śćőąőďŋőňş ůńěŋş. Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋ ŕřĺŋăďńěęĺš ĺďěăńş (x, y) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő śćőąőďŋżľ ůńěŋ řăćěŋ ŋşń¿.

Ŕřĺňěř 4.18. Řăśśňőšřĺň ĺďěăń I = (x^2 −y, x^2 −z)◁K [x, y, z],

f_1 = x^2 − y, f_2 = x^2 − z. Ňŋőčőůńěŋ z − y ∈ I, šăł łăł z − y =

38 ČŃĂĆĂ 4. ĄĂĞĹŚ ČŘĚĄŊĚŘĂ ĹĎĚĂŃĂ

f_1 − f_2. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, śšăřÿĺľ ůńěŋ z − y ŋě ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺě ůńěŋż f_1 ĺ f_2 (őŋĺ řăćŋż x^2). Ŕő¡šőňş f_1 ĺ f_2 ŋě őąřăğş¿š ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I. Ŋĺęě ňż ďőłăęěň, ůšő f_1, f_2 ĺ f_3 = z − y | ąăğĺś Čřěąŋěřă ć I.

Řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ćţőęďěŋĺ£. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋăň ĺğ-

ćěśšěŋ ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I. Ŕşśšĳ ďăŋ ňŋőčőůńěŋ h. Ąşďěň ŕřőĺğćőďĺšĳ ćśěćőğňőęŋżě řěďşłűĺĺ h ś ŕőňőźĳ¿ ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśă (ń¿ąă£ ĺğ űěŕőůěł ćőğňőęŋżţ řěďşłűĺľ łőŋěůŋă). Ňŋőčőůńěŋ h ńěęĺš ć I šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ć řěğşńĳšăšě řěďşłűĺľ ŕőńşůăěň ŋşńĳ.

İšő řěÿěŋĺě ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ăńčőřĺšň, łőšőřżľ ŋěśńőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ŋă İĆŇ ĺ ŕřĺňěŋ£šĳ ł ğăďăůăň śő śłőńĳ şčőďŋő śńőęŋżňĺ ćżřăęěŋĺ£ňĺ ďń£ f_i ĺ h.

Ğăňěšĺň, ůšő ĺğ ğăďăůĺ 4.16 ĺ šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě ćżšěłăěš śşźěśšćőćăŋĺě ąăğĺśă Čřěąŋěřă ć ń¿ąőň ĺďěăńě. Ć śăňőň ďěńě, řăśśňőšřĺň ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ śšăřÿĺňĺ ůńěŋăňĺ ¡ńěňěŋšőć ĺďěăńă ĺ ćżąěřěň ć ŋěň łőŋěůŋżľ ąăğĺś ĺğ ůĺśńă őąřăğş¿źĺţ. Šőčďă ¡ńěňěŋšż ĺśţőďŋőčő ĺďěăńă, śšăřÿĺě ůńěŋż łőšőřżţ őąřăğş¿š ąăğĺś ĺďěăńă śšăřÿĺţ ůńěŋőć, śőśšăćń£¿š łőŋěůŋżľ ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺśţőďŋőčő ĺďěăńă. Őďŋăłő ¡šő ďőłăğăšěńĳśšćő śşźěśšćőćăŋĺ£ ŋě ďăěš ăńčőřĺšňă ŕőśšřőěŋĺ£ ąăğĺśă Čřěąŋěřă ĺďěăńă ŕő ŋěłőšőřőňş ěčő ĺśţőďŋőňş ąăğĺśş. Šăłőľ ăńčőřĺšň ąşďěš ŕřěďž£ćńěŋ ć śńěďş¿źěň ŕăřăčřăťě.

4.5. Ăńčőřĺšň Ąşţąěřčěřă Ąřĺńńĺăŋšőćă£ ńěňňă

Ŕşśšĳ I ◁ K [x_1, . . ., x_n] | ĺďěăń ĺ f_1, . . ., f_m | ěčő ąăğĺś.

Őŕřěďěńěŋĺě 4.19. Čőćőř£š, ůšő ňŋőčőůńěŋż f_i ĺ f_j ĺňě¿š

ğăűěŕńěŋĺě, ěśńĺ ĺţ śšăřÿĺě ůńěŋż f_{iC} ĺ f_{jC} ďěń£šś£ őďŋőćřěňěŋŋő ŋă ŋěłőšőřżľ őďŋőůńěŋ w, őšńĺůŋżľ őš łőŋśšăŋšż.

Ěśńĺ f_i ĺ f_j ĺňě¿š ğăűěŕńěŋĺě, š.ě. f_{iC} = wq_1, f_{jC} = wq_2, čďě w { ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ f_{iC} ĺ f_{jC} , šő řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ F_{i,j} = f_iq_2 − f_jq_1 ∈ I. (Ěčő ŕřĺŋ£šő ŋăğżćăšĳ Sňŋőčőůńěŋőň ŕăřż f_i, f_j ĺ őąőğŋăůăšĳ S(f_i, f_j) ĺńĺ S(i, j).) Řě-

4.5. ĂŃČŐŘĹŠŇ ĄŞŢĄĚŘČĚŘĂ 39

ďşűĺřşěň ňŋőčőůńěŋ F_{i,j} ś ŕőňőźĳ¿ ąăğĺśă f_1, . . ., f_m ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ¡šő ćőğňőęŋő. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ŋěřěďşűĺřşěňżľ ňŋőčőůńěŋ ~F_{i,j}. Ěśńĺ ~F_{i,j} ≡ 0, šő ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ğăűěŕńěŋĺě řăğřěÿĺňő. Ĺŋăůě ďőąăćĺň ~F_{i,j} ł ąăğĺśş ĺďěăńă I: f_{m+1} = ~F_{i,j}. Ć ŋőćőň ąăğĺśě f_1, . . ., f_m, f_{m+1} ąşďěň ćŋőćĳ ĺśłăšĳ ćőğňőęŋżě ğăűěŕńěŋĺ£ ĺ řěďşűĺřőćăšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺě ňŋőčőůńěŋż F_{i,j} . Ğăďăůă 4.20. Ć ąăğĺśě f_1, . . ., f_m, f_{m+1} ğăűěŕńěŋĺě (i, j) řăğ-

řěÿĺňő.

Ŕřĺňěř 4.21. Řăśśňőšřĺň ĺďěăń I = (x^2 − y, x^2 − z) (Ŕřĺ-

ňěř 4.18). Ğďěśĳ f_1 = x^2 − y, f_2 = x^2 − z. Ĺňěěšś£ ğăűěŕńěŋĺě f_{1C} . . x^2, f_{2C} . . x^2, =⇒ F_{1,2} = −y + z. Ŕőńőęĺň f_3 = y − z. Ďřşčĺţ ğăűěŕńěŋĺľ ŋěš.

Ŕřĺňěř 4.22. Ŕşśšĳ I = (f_1 = x^2 +y^2 +z^2, f_2 = x+y −z, f_3 =

y + z^2). Ğăűěŕńěŋĺě ĺňě¿š šőńĳłő f_1 ĺ f_2:

F_{1,2} = f_1 − xf_2 = y^2 + z^2 − xy + xz = −xy + xz + y^2 + z^2.

Řěďşűĺřşěň ś ŕőňőźĳ¿ f_2:

−xy +xz +y^2 +z^2 ; (y −z)y −(y −z)z +y^2 +z^2 = 2y^2 +2z^2 −2yz.

Řěďşűĺřşěň ś ŕőňőźĳ¿ f_3:

2y^2 + 2z^2 − 2yz ; 2z^4 + 2z^3 + 2z^2.

Ďăńĳÿě řěďşűĺřőćăšĳ ŋěńĳğ£ =⇒ f_4 = 2z^4 + 2z^3 + 2z^2. Ŋă łőŋśšăŋšş ňőęŋő śőłřăšĺšĳ ĺ śůĺšăšĳ, ůšő f_4 = z^4 + z^3 + z^2. Ďřşčĺţ ğăűěŕńěŋĺľ ŋěš.

Őłăğżćăěšś£, ůšő ĺ ć őąźěň śńşůăě ćőğňőęŋő ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŋěřăğřěÿĺňżţ ğăűěŕńěŋĺľ.

Šěőřěňă 4.23. Ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . ., f_m ∈

K [x1, . . ., xn] ŕőśńě řěďşűĺřőćăŋĺ£ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ğăűěŕńěŋĺľ

ňż ŕőńşůĺň ŋăąőř f_1, . . ., f_m, f_{m+1}, . . ., f_M , ć łőšőřőň łăęďőě ğăűěŕńěŋĺě řăğřěÿĺňő.

40 ČŃĂĆĂ 4. ĄĂĞĹŚ ČŘĚĄŊĚŘĂ ĹĎĚĂŃĂ

Šěőřěňă 4.24. (Diamond Lemma). Ąăğĺś f_1, . . ., f_m ĺďěăńă

I £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň Čřěąŋěřă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ć ŋěň ŋěš ğăűěŕńěŋĺľ ĺńĺ łăęďőě ğăűěŕńěŋĺě řăğřěÿĺňő.

Ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šĺţ šěőřěň ŕřĺćěďěŋż ć Čńăćě 6.

Šěőřěňż 4.23 ĺ 4.24 őąőśŋőćżćă¿š śşźěśšćőćăŋĺě ¡ťťěłšĺćŋőčő ăńčőřĺšňă ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ąăğĺśă Čřěąŋěřă ĺďěăńă. İšőš ăńčőřĺšň ŋăğżćăěšś£ ăńčőřĺšňőň Ąşţąěřčěřă. Ŕőćšőřĺň ěźě řăğ ěčő ¡šăŕż. Ŕşśšĳ f_1, . . ., f_m { ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć, £ćń£¿źĺľś£ ąăğĺśőň ĺďěăńă I.

1) Ŕřőćěřĺň, ěśšĳ ńĺ ć ŋăąőřě ğăűěŕńěŋĺ£. Ěśńĺ ğăűěŕńěŋĺľ ŋěš, šő ŋăąőř £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň Čřěąŋěřă ĺďěăńă I, ĺŋăůě ŕěřěţőďĺň ł ŕşŋłšş 2.

2) Ŕő ŋăľďěŋŋőňş ğăűěŕńěŋĺ¿ (i, j) ňŋőčőůńěŋőć f_i ĺ f_j ŕőńőęĺň f_{iC} = wq_1, f_{jC} = wq_2, ĺ śőśšăćĺň ňŋőčőůńěŋ F_{i,j} = f_iq_2 − f_j q_1. Řěďşűĺřşěň ňŋőčőůńěŋ F_{i,j} ś ŕőňőźĳ¿ ŋăąőřă {f_i} ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ¡šő ćőğňőęŋő. Ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ F_{i,j} řěďşűĺřőćăńś£ ł ŋěŋşńěćőňş ňŋőčőůńěŋş f, šő ŕěřěţőďĺň ł ŕşŋłšş 3, ĺŋăůě ł ŕşŋłšş 4. (Őšňěšĺň, ůšő řěďşűĺřşěňőśšĳ ňŋőčőůńěŋă F_{i,j} ł ŋşń¿ ĺ ćĺď ňŋőčőůńěŋă f ćőőąźě čőćőř£ ğăćĺś£š őš ćżąřăŋŋőľ ŋăňĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕřĺňěŋ£ěňżţ řěďşłűĺľ (ŕőłăęĺšě ¡šő ŋă ŕřĺňěřě !). Ć ăńčőřĺšňě ňż ĺśŕőńĳğşěň ń¿ąş¿ ŕřĺňěŋĺňş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řěďşłűĺľ ĺ, ŕőńşůĺć ŋěřěďşűĺřşěňżľ ňŋőčőůńěŋ f, ŕěřěţőďĺň ł ŕşŋłšş 3, ąőńěě ŋĺłőčďă ğăűěŕńěŋĺě (i, j) ŋě řăśśňăšřĺćă£.)

3) Ďőąăćń£ěň ňŋőčőůńěŋ f ł ŋăąőřş f_1, f_2, . . ., f_k ć łăůěśšćě f_{k+1} ĺ ŕěřěţőďĺň ł ŕşŋłšş 4.

4) Ć ŕőśšřőěŋŋőň ł ŋăśšő£źěňş ňőňěŋšş ňŋőęěśšćě ňŋőčőůńěŋőć {f_i} řăśśňăšřĺćăěň ğăűěŕńěŋĺě, łőšőřőě ŋě ążńő řăśśňőšřěŋő řăŋěě, ĺ ŕěřěţőďĺň ł ŕşŋłšş 2. Ěśńĺ ćśě ĺňě¿źĺěś£ ğăűěŕńěŋĺ£ řăŋěě řăśśňăšřĺćăńĺśĳ, ăńčőřĺšň ğăćěřÿěŋ.

4.6. ŇĹŊĹŇĂŃĲŊŻĽ ŘĚĎŞŰĹŘŐĆĂŊŊŻĽ ĄĂĞĹŚ 41

Ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć ňż ŕőńşůĺň ŋăąőř f_1, . . ., f_m, f_{m+1}, . . . , f_M , čďě łăęďőě ğăűěŕńěŋĺě řăğřěÿĺňő. İšő ĺ ěśšĳ ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I = (f_1, . . ., f_m) (śň. ŕřĺňěřż 4.21, 4.22).

Ğăďăůă 4.25. Łőčďă ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć f_1(x), . . ., f_m(x) £ćń£-

ěšś£ ąăğĺśőň Čřěąŋěřă ŕőřőęďěŋŋőčő ĺňĺ ĺďěăńă ć K [x] ?

4.6. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ řěďşűĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś Čřěąŋěřă

Ĺšăł, ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I ◁K [x_1, . . ., x_n] ŕőśšřőěŋ. Ňőęŋő ńĺ ěčő şŕřőśšĺšĳ?

Şŕřőźěŋĺě ŕěřćőě. Ŕşśšĳ f_1 ĺ f_2 | ¡ńěňěŋšż ąăğĺśă

Čřěąŋěřă šăłĺě, ůšő f_{1C} ďěńĺšś£ ŋă f_{2C}. Šőčďă şďăńĺň ¡ńěňěŋš f_1 ĺğ ąăğĺśă.

Ğăďăůă 4.26. İńěňěŋšż f_2, . . ., f_m ŕő-ŕřěęŋěňş śőśšăćń£¿š

ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I.

Őŕřěďěńěŋĺě 4.27. Ąăğĺś Čřěąŋěřă {f_1, . . ., f_m} ŋăğżćăěšś£

ňĺŋĺňăńĳŋżň, ěśńĺ f_{iC} ŋě ďěńĺšś£ ŋă f_{jC} ŕřĺ i ≠ j.

Łăęďżľ ąăğĺś Čřěąŋěřă ňőęŋő śćěśšĺ ł ňĺŋĺňăńĳŋőňş, őšąřăśżćă£ "ńĺÿŋĺě" ůńěŋż. Őšňěšĺň, ůšő ňĺŋĺňĺğăűĺ¿ ňőęŋő ŕřĺňěŋ£šĳ ł ąăğĺśş ĺďěăńă šőńĳłő ěśńĺ ĺğćěśšŋő ůšő ¡šőš ąăğĺś £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň Čřěąŋěřă, ĺŋăůě ňőęěš ĺğňěŋĺšĳś£ śăň ĺďěăń I (řăśśňőšřĺšě ĺďěăń (x, x + y) !).

Şŕřőźěŋĺě ćšőřőě łăśăěšś£ ŋěśšăřÿĺţ ůńěŋőć ňŋőčő-

ůńěŋőć f_1, . . ., f_m. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋěłőšőřżľ ůńěŋ q ňŋőčőůńěŋă f_i ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă f_j . Šőčďă řěďşűĺřşěň q ś ŕőňőźĳ¿ f_j ĺ řěğşńĳšăš řěďşłűĺĺ ğăŕĺÿěň ć f_i ŋă ňěśšő q. Ŕřĺ ¡šőľ őŕěřăűĺĺ ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă őśšăěšś£ ąăğĺśőň Čřěąŋěřă, ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśă ŋě ĺğňěŋ£ěšś£, ŋő ŕőŋĺęă¿šś£ śšěŕěŋĺ ůńěŋőć ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . ., f_m.

Őŕřěďěńěŋĺě 4.28. Ąăğĺś Čřěąŋěřă {f_1, . . ., f_m} ŋăğżćăěšś£

řěďşűĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ ŋĺ őďĺŋ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă f_i ŋě ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă f_j ďń£ ćśěţ i, j = 1, . . ., m, i ≠ j.

42 ČŃĂĆĂ 4. ĄĂĞĹŚ ČŘĚĄŊĚŘĂ ĹĎĚĂŃĂ

Łăęďżľ ąăğĺś Čřěąŋěřă łőŋěůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ řěďşłűĺľ ňőęŋő śćěśšĺ ł řěďşűĺřőćăŋŋőňş ąăğĺśş Čřěąŋěřă. Őłăğżćăěšś£, ąőńĳÿě ŋĺłăłĺţ şŕřőźěŋĺľ ŕřőĺğćěśšĺ ŋěńĳğ£. Ąőńěě šőčő, ĺňěěš ňěśšő

Šěőřěňă 4.29. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ řěďşűĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś Čřěąŋě-

řă ĺďěăńă I ◁ K [x_1, . . ., x_n] őŕřěďěńěŋ őďŋőğŋăůŋő^1 , š.ě. ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ĺśţőďŋőčő ąăğĺśă ĺďěăńă I ĺ őš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕřőćőďĺňżţ őŕěřăűĺľ (ŋő ğăćĺśĺš őš şŕőř£ďőůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ x_1, . . ., x_n).

(Ďőłăğăšěńĳśšćő śň. ć Čńăćě 6.)

Ŕřĺňěř 4.30. Řăśśňőšřĺň ąăğĺś Čřěąŋěřă f_1 = x^2 + y^2 + z^2;

f_2 = x + y − z; f_3 = y + z^2; f_4 = z^4 + z^3 + z^2 ĺğ ŕřĺňěřă 4.22.

1) Ňĺŋĺňĺğăűĺ£: śšăřÿĺľ ůńěŋ f_1 ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ f_2 =⇒ f_1 ňőęŋő őšąřőśĺšĳ. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ąăğĺś: {f_2, f_3, f_4}.

2) Řěďşłűĺ£: ğăňěŋ£ěň y ć f_2 ŋă −z^2. Ĺňěěň: f_2 ; x−z^2 −z.

Ąőńĳÿě řěďşłűĺľ ďěńăšĳ ŋě ś ůěň. Ĺšăł, ňĺŋĺňăńĳŋżľ řěďşűĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ěśšĳ {x−z^2 −z; y+z^2; z^4 +z^3 +z^2}.

Ğăďăůă 4.31. Ćżąěřĺšě łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ ąăğĺś ć ĺďěăńě ĺğ

ŕřĺňěřă 4.30 ĺ şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕőśšřőěŋŋżľ ś ŕőňőźĳ¿ ¡šőčő ąăğĺśă ňĺŋĺňăńĳŋżľ řěďşűĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś Čřěąŋěřă śőćŕăďăěš ś şęě ŕőśšřőěŋŋżň.

Ğăďăůă 4.32. Şłăęĺšě ăńčőřĺšň, őŕřěďěń£¿źĺľ, śőćŕăďă¿š

ńĺ ĺďěăńż (f_1, . . ., f_k) ĺ (g_1, . . ., g_s) ć łőńĳűě K[x_1, . . ., x_n].

Ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ šěőřĺĺ śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ ŕőśšřőěŋĺě ňĺŋĺňăńĳŋőčő řěďşűĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă Čřěąŋěřă ĺďěăńă śĺśšěňż śőśšőĺš ĺğ ďćşţ ¡šăŕőć. Ŋă ŕěřćőň ¡šăŕě, řěďşűĺřş£ ćśěćőğňőęŋżě ğăűěŕńěŋĺ£, ňż ďőąăćń£ěň ŋőćżě (ŋěřěďşűĺřşěňżě ł ŋşń¿) şřăćŋěŋĺ£ ł ĺśţőďŋőľ śĺśšěňě ŋě ĺğňěŋ££ ňŋőęěśšćă ěě řěÿěŋĺľ (ŕőśłőńĳłş ďőąăćńěŋŋżě şřăćŋěŋĺ£

1Ňż ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ůĺśńőćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ śšăřÿěň ůńěŋě łăęďőčő ¡ńěňěŋšă ŋăÿěčő ąăğĺśă řăćěŋ ěďĺŋĺűě.

4.6. ŇĹŊĹŇĂŃĲŊŻĽ ŘĚĎŞŰĹŘŐĆĂŊŊŻĽ ĄĂĞĹŚ 43

ŕřĺŋăďńěęăš ĺďěăńş śĺśšěňż). Ŋă ćšőřőň ¡šăŕě ňż őšąřăśżćăěň (ňĺŋĺňĺğăűĺ£) ĺńĺ "şŕřőźăěň" (řěďşűĺřőćăŋĺě) ŋěłőšőřżě şřăćŋěŋĺ£ śĺśšěňż. Ŕřĺ ¡šőň ůăśšő őłăğżćăěšś£, ůšő ĺňěŋŋő ĺśţőďŋżě şřăćŋěŋĺ£ śĺśšěňż ńĺąő őšąřőÿěŋż, ńĺąő śşźěśšćěŋŋő şŕřőźěŋż ĺ ŕőńşůěŋŋă£ śĺśšěňă (ă őŋă ¡łćĺćăńěŋšŋă ĺśţőďŋőľ) ńěčłő řěÿăěšś£. Őďŋăłő ąăğĺś Čřěąŋěřă ŋě ćśěčďă ďőŕşśłăěš şŕřőźěŋĺ£, ĺ ć ¡šőň śńşůăě ňż ŕřőśšő şćěńĺůĺćăěň ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ śĺśšěňż. Ŋő ĺ ¡šă ŕřőűěďşřă ŕőńěğŋă ŕřĺ řěÿěŋĺĺ śĺśšěňż ĺ, łăł ŕőłăğżćă¿š řěğşńĳšăšż śńěďş¿źěľ čńăćż, şśŕěţ (ćőğňőęŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ łőňŕĳ¿šěřŋżţ ćżůĺśńěŋĺľ) ćő ňŋőčĺţ śńşůă£ţ čăřăŋšĺřőćăŋ.

Ğăďăůă 4.33. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ

ăńčőřĺšň Ąşţąěřčěřă ŕń¿ś ňĺŋĺňĺğăűĺ£ ěśšĳ ňěšőď Čăşśśă ŕřĺćěďěŋĺ£ śĺśšěňż ł śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş, ă ŕěřěţőď ł řěďşűĺřőćăŋŋőňş ąăğĺśş Čřěąŋěřă řăćŋőśĺńěŋ őąřăšŋőňş ţőďş ć ňěšőďě Čăşśśă (ćżřăęěŋĺě čńăćŋżţ ŋěĺğćěśšŋżţ ůěřěğ śćőąőďŋżě).

Ğăďăůă 4.34. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ăńčőřĺšň Ąşţąěřčěřă ŕń¿ś ňĺ-

ŋĺňĺğăűĺ£ ć śńşůăě ňŋőčőůńěŋőć őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ ďőśšăćń£¿š ăńčőřĺšň ŋăţőęďěŋĺ£ ŊŐĎă łőŋěůŋőčő ŋăąőřă ňŋőčőůńěŋőć.

Ć ¡šőň łşřśě ňż ŋě śšăŋěň őąśşęďăšĳ ŕřőąńěňş őűěŋłĺ śńőęŋőśšĺ ăńčőřĺšňă Ąşţąěřčěřă. Ŕěřěůĺśńĺň ńĺÿĳ ůěň šăłă£ śńőęŋőśšĳ ĺğňěř£ěšś£. Ŕşśšĳ ďăŋ ĺďěăń I łőńĳűă

K [x1, . . ., xn], ŕőřőęďěŋŋżľ k ňŋőčőůńěŋăňĺ, śšěŕěŋĺ łőšőřżţ

ŋě ŕřěćőśţőď£š ůĺśńă d. Ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ n, k ĺ d ŋşęŋő őűěŋĺšĳ:

1) ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋş¿ śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă, ćőğŋĺłă- ¿źěčő ć ňĺŋĺňăńĳŋőň řěďşűĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě Čřěąŋěřă;

2) ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ňĺŋĺňăńĳŋőčő řěďşűĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă Čřěąŋěřă;

3) śšěŕěŋĺ ĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć, ćőğŋĺłă¿źĺţ ć ŕřőňěęşšőůŋżţ ćżůĺśńěŋĺ£ţ;

4) ůĺśńő őŕěřăűĺľ, łőšőřżě ŋěőąţőďĺňő ŕřőĺğćěśšĺ. İšĺ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ąşďşš ğăćĺśĺšĳ őš šőčő, łăłőľ ŕőř£- ďőł ŋă ňŋőęěśšćě őďŋőůńěŋőć ňż ćżąěřěň (őąźěě ŕőŋ£šĺě ŕő-

44 ČŃĂĆĂ 4. ĄĂĞĹŚ ČŘĚĄŊĚŘĂ ĹĎĚĂŃĂ

ř£ďłă ąşďěš őąśşęďăšĳś£ ć čńăćě 7), ă šăłęě łăłş¿ ĺğ ňőďĺťĺłăűĺľ ăńčőřĺšňă Ąşţąěřčěřă ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ. Ĺŋťőřňăűĺ¿ ŋă ¡šőš śůěš ňőęŋő ŋăľšĺ ć łŋĺčăţ, şłăğăŋŋżţ ć łőŋűě šěłśšă, ă šăłęě ć űĺšĺřşěňżţ šăň ęşřŋăńĳŋżţ śšăšĳ£ţ. Śńěďşěš őšňěšĺšĳ, ůšő ć ¡šőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ őśšăěšś£ ěźě ňŋőčő ŋěřěÿěŋŋżţ ğăďăů ĺ, ćĺďĺňő, ěźě ŕřěęďěćřěňěŋŋő čőćőřĺšĳ ő šőň, ůšő şďőćńěšćőřĺšěńĳŋă£ šěőřĺ£ ğďěśĳ ŕőśšřőěŋă.

4.7. Ćżůĺśńěŋĺě ąăğĺśőć Čřěąŋěřă

Ňż ŕřěďńăčăěň ůĺšăšěń¿ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ĺğńőęěŋŋżě ćżÿě śćěďěŋĺ£ ć łőŋłřěšŋżţ ćżůĺśńěŋĺ£ţ. Ŕőśšřőľšě ňĺŋĺňăńĳŋżľ řěďşűĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś Čřěąŋěřă ďń£ ĺďěăńőć (ćő ćśěţ ğăďăůăţ śůĺšăěň x > y > z ĺ ćżůĺśń£ěň ąăğĺś Čřěąŋěřă ďń£ ůĺśšő ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőčő ŕőř£ďłă):

1) (x^2 − 1, (x − 1)y, (x + 1)z);

2) (x^2 − 1, (x − 1)y, (x − 1)z);

3) (x^3yz − xz^2, xy^2z − xyz, x^2y^2 − z);

4) (x^2y + xz + y^2z, xz^2 − zy, xyz − y^2);

5) (xy^2 − z − z^2, x^2y − y, y^2 − z^2);

6) (xy + x^2z, xz + yz^3, yz − y^2z^3).

Čńăćă 5.

Ŕřĺňěŋěŋĺě ąăğĺśőć Čřěąŋěřă ďń£ řěÿěŋĺ£ śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ

5.1. Łřĺšěřĺľ ŋěśőćňěśšŋőśšĺ

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ąşďěš şłăğăŋ ¡ťťěłšĺćŋżľ łřĺšěřĺľ ŋěśőćňěśšŋőśšĺ ďń£ śĺśšěňż ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ. Őśŋőćŋőě ŕőńě ŕřěďŕőńăčăěšś£ ŕőńěň C .

Šěőřěňă 5.1. Śĺśšěňă S ŋěśőćňěśšŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šő-

čďă, łőčďă ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I(S) śőďěřęĺš ŋěŋşńěćş¿ łőŋśšăŋšş.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ŋěŋşńěćă£ łőŋśšăŋšă ŕřĺŋăďńěęĺš

I(S), šő śĺśšěňă ŋěśőćňěśšŋă. Ŋăőąőřőš, ěśńĺ S ŋěśőćňěśšŋă, šő ŕő śńěďśšćĺ¿ 3.23 1 ∈ I(S). Ŕő¡šőňş śšăřÿĺľ ůńěŋ ŋěłőšőřőčő ¡ńěňěŋšă ąăğĺśă Čřěąŋěřă ďěńĺš 1 ĺ ŕőšőňş ěśšĳ łőŋśšăŋšă.

Ğăďăůă 5.2. Ćżŕĺÿĺšě ŋěłőšőřş¿ (ŋě śőćśěň ŕřőśšş¿) ŋěśő-

ćňěśšŋş¿ śĺśšěňş S ĺ ćżůĺśńĺšě ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I(S).

46 ČŃĂĆĂ 5. ŔŘĹŇĚŊĚŊĹ§ ĄĂĞĹŚŐĆ ČŘĚĄŊĚŘĂ

Őšňěšĺň, ůšő ć ňăšěňăšĺłě ĺňě¿šś£ ĺ ďřşčĺě śŕőśőąż ćż- £śŋěŋĺ£ śőćňěśšŋă ńĺ ďăŋŋă£ ŚĂŞ ĺńĺ ŋěš. Šăł ÿĺřőłő ĺğćěśšŋă£ ć ňăšěňăšĺůěśłőľ ńőčĺłě šěőřěňă Šăřśłőčő-Ğăľďěŋąěřčă őą ¡ńĺňĺŋăűĺĺ łćăŋšőřőć ŕőğćőń£ěš ć ůăśšŋőśšĺ řăśŕőğŋăćăšĳ śőćňěśšŋőśšĳ śĺśšěň ŋăď ćěźěśšćěŋŋżňĺ ĺ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ. Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż, őśŋőćăŋŋőě ŋă "ňěšőďě ĺŋšěřćăńőć" (śň. řăğďěń 3.8 łŋĺčĺ Ŋ. Ł. Ćěřěźăčĺŋ, Ă. Ÿěŋĳ, §ğżłĺ ĺ ĺśůĺśńěŋĺ£, Ň.: ŇŰŊŇŐ, 2000, 286 śšř.), ŕřěďńăčăěš ďőśšăšőůŋő ŕřőśšőľ (ŋő šřşďőěňłĺľ !) ăńčőřĺšň ďń£ šăłőčő řăśŕőğŋăćăŋĺ£.

5.2. Łřĺšěřĺľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ śĺśšěň

Ŕőĺśł ăńčőřĺšňă ďń£ ćż£śŋěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ďćşţ śĺśšěň ŋăď łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ ěśšěśšćěŋŋő ŕřĺćőďĺš ŋăś ł ăńčőřĺšňĺůěśłőňş ĺśśńěďőćăŋĺ¿ řăďĺłăńă ĺďěăńă. Ŋăůŋěň ś ăńčőřĺšňă, őŕřěďěń£¿źěčő, ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺ ňŋőčőůńěŋ řăďĺłăńş ďăŋŋőčő ĺďěăńă.

Ğăďăůă* 5.3. Ŕşśšĳ K { ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě. Řăśśňőšřĺň ĺďě-

ăń I = (f_1, . . ., f_m) łőńĳűă K [x_1, . . ., x_n].

1) Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋ f ∈ K [x_1, . . ., x_n] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńěęĺš ć řăďĺłăńě ĺďěăńă I, łőčďă ć łőńĳűě K[x_1, . . ., x_n, y] (ğďěśĳ y - ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ ŕěřěňěŋŋă£) ĺďěăń (f_1, . . ., f_m, 1−yf) śőćŕăďăěš śő ćśěň łőńĳűőň;

2) Şłăğăšĳ ăńčőřĺšň, őŕřěďěń£¿źĺľ, ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺ ňŋőčőůńěŋ f řăďĺłăńş ĺďěăńă (f_1, . . ., f_m).

Śńěďśšćĺě 3.16 ŕőłăğżćăěš, ůšő ďćě śĺśšěňż S_1 ĺ S_2 ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă I(S_1) ⊆ r(I(S_2)) ĺ I(S_2) ⊆ r(I(S_1)). Őšś¿ďă ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďşěš

Šěőřěňă 5.4. Ďćě śĺśšěňż ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń

f_1(x_1, . . ., x_n) = 0, · · ·· · · · · · f_m(x_1, . . ., x_n) = 0 ĺ g_1(x_1, . . ., x_n) = 0, · · · · · ·· · · g_k(x_1, . . ., x_n) = 0

¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă f_i ∈ r((g_1, . . ., g_k))

5.3. ŁŘĹŠĚŘĹĽ ŁŐŊĚŮŊŐŚŠĹ 47 i = 1, . . ., m ĺ g_j ∈ r((f_1, . . ., f_m)), j = 1, . . ., k^1. Ğăďăůă 5.5. Ŕşśšĳ I = (f_1, . . ., f_m) ĺ l = a_1x_1 + . . . + a_nx_n,

a_i ∈ K . Şłăğăšĳ ăńčőřĺšň, őŕřěďěń£¿źĺľ ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő s, ďń£ łőšőřőčő l^s ∈ I, ĺńĺ ŕőłăğżćă¿źĺľ, ůšő l ŋě ńěęĺš ć řăďĺłăńě ĺďěăńă I.

Ďăńěě ěśšěśšćěŋŋő řăśśňőšřěšĳ ğăďăůş őą ăńčőřĺšňĺůěśłőň ŕőśšřőěŋĺĺ őąřăğş¿źĺţ řăďĺłăńă ďăŋŋőčő ĺďěăńă. İšă ğăďăůă řěÿěŋă, őďŋăłő ěě řěÿěŋĺě śńĺÿłőň śńőęŋőě ďń£ šőčő, ůšőąż őąśşęďăšĳ ěčő ć ¡šőň łşřśě. Ŕőďčőšőćńěŋŋőňş ůĺšăšěń¿ ňż řěłőňěŋďşěň őąřăšĺšĳś£ ł śšăšĳ£ň (Gianni P., Trager B., Zacharias G, Gr-obner bases and primary decomposition of polynomial ideals, in: Computational Aspects of Commutative Algebra, ed. by Robbiano L., Academic Press, New York, 1988, 15-33) ĺ (Eisenbud D., Huneke C., Vasconcelos W., Direct methods for primary decomposition, Invent. Math., 110 (1992), 207-235). Ążńő ąż őůěŋĳ ĺŋšěřěśŋő őšżśłăšĳ ŕřőśšőě řěÿěŋĺě şłăğăŋŋőľ ğăďăůĺ.

5.3. Łřĺšěřĺľ łőŋěůŋőśšĺ ůĺśńă řěÿěŋĺľ śĺśšěňż

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śĺśšěňă S őš ŋěĺğćěśšŋżţ x_1, x_2, . . ., x_n ĺňěěš łőŋěůŋőě ůĺśńő řěÿěŋĺľ. Šőčďă ŋěĺğćěśšŋă£ x_1 ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ŋă ňŋőęěśšćě řěÿěŋĺľ šőńĳłő łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ. Őąőğŋăůĺň ĺţ α_1, α_2, . . ., α_{N1} . Ňŋőčőůńěŋ f(x_1) = (x_1 − α_1)(x_1 − α_2) . . .(x_1 − α_{N1} ) őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ ŋă ňŋőęěśšćě řěÿěŋĺľ śĺśšěňż S. Ŕő šěőřěňě Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ ∃k_1 ∈ N : f^{k1} ∈ I(S). Śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă f^{k1} ěśšĳ x^{N1k1}_1 . Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ąăğĺśă Čřěąŋěřă ĺňěěšś£ šăłőľ ¡ńěňěŋš f_i ć ¡šőň ąăğĺśě, ůšő śšăřÿĺľ ůńěŋ f_i ďěńĺš śšăřÿĺľ ůńěŋ f^{k1} . Ŕő¡šőňş śšăřÿĺľ ůńěŋ f_i ěśšĳ śšěŕěŋĳ ŕěřěňěŋŋőľ x_1. Ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ őśšăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ x_2, . . ., x_n ďőńęŋż ŋăľšĺśĳ ¡ńěňěŋšż

1Ăćšőř ąńăčőďăřěŋ Ă. Čăľťşńńĺŋş, őąřăšĺćÿěňş ěčő ćŋĺňăŋĺě ŋă ¡šőš řěğşńĳšăš.

48 ČŃĂĆĂ 5. ŔŘĹŇĚŊĚŊĹ§ ĄĂĞĹŚŐĆ ČŘĚĄŊĚŘĂ

ąăğĺśă Čřěąŋěřă, śšăřÿĺě ůńěŋż łőšőřżţ £ćń£¿šś£ śšěŕěŋ£ňĺ ¡šĺţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Őąřăšŋő, ŕşśšĳ f_1, . . ., f_n | ¡ńěňěŋšż ąăğĺśă Čřěąŋěřă ĺďěăńă I(S) šăłĺě, ůšő śšăřÿĺľ ůńěŋ f_{iC} řăćěŋ x^{Ni}_i . Ć śĺńş ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőčő şŕőř£ďőůěŋĺ£ őďŋőůńěŋőć (ćőš čďě śşźěśšćěŋŋő, ůšő ŕőř£ďőł ůĺśšő ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ !) ňŋőčőůńěŋ f_n ŋě śőďěřęĺš ŕěřěňěŋŋżţ x_1, x_2, . . ., x_{n−1}, š.ě.

f_n = a_{Nn} x^{Nn}_n + a_{Nn−1}x^{Nn−1}_n + . . . + a_1x_n + a_0

ĺ a_{Nn} ≠ 0. Őšś¿ďă, ŕěřěňěŋŋă£ x_n łăł łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă őš őďŋőľ ŋěĺğćěśšŋőľ ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ. Ăŋăńőčĺůŋő, ňŋőčőůńěŋ f_{n−1} ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš x_n ĺ x_{n−1} ĺ śšăřÿĺľ ůńěŋ ěčő ŋě řăćěŋ ŋşń¿ ŋĺ ŕřĺ łăłĺţ ğŋăůěŋĺ£ţ x_n. Ŋő x_n ŕřĺŋĺňăěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ, ĺ ŕőšőňş ğŋăůěŋĺ£ x_{n−1} ŕřĺŋăďńěęăš ňŋőęěśšćş łőřŋěľ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ňŋőčőůńěŋőć, šő ěśšĳ łőŋěůŋőňş ňŋőęěśšćş. Řăśśşęďă£ ăŋăńőčĺůŋő, ňż ŕőłăğżćăěň, ůšő ŕěřěňěŋŋżě x_{n−2}, x_{n−3}, . . ., x_1 ňőčşš ŕřĺŋĺňăšĳ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ. Šěň śăňżň ďőłăğăŋă

Šěőřěňă 5.6. Ůĺśńő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż S łőŋěůŋő šőčďă ĺ

šőńĳłő šőčďă, łőčďă ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I(S) śőďěřęĺš ¡ńěňěŋšż f_1, f_2, . . ., f_n, śšăřÿĺě ůńěŋż łőšőřżţ £ćń£¿šś£ śšěŕěŋ£ňĺ ŕěřěňěŋŋżţ x_1, x_2, . . ., x_n śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ğăňěšĺň, ůšő ć ďăŋŋőň łřĺšěřĺĺ ŋě šřěąşěšś£, ůšőąż śšăřÿĺě ůńěŋż ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśă Čřěąŋěřă £ćń£ńĺśĳ śšěŕěŋ£ňĺ ŕěřěňěŋŋżţ.

Ĺšăł, ŕřĺňěŋ££ ăńčőřĺšň Ąşţąěřčěřă ł ŕřőĺğćőńĳŋőľ śĺśšěňě S, ňż ŕőńşůăěň ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺ, čń£ď£ ŋă ŋěčő, ňőęŋő śřăğş śłăğăšĳ, łőŋěůŋő ĺńĺ ąěśłőŋěůŋő ůĺśńő řěÿěŋĺľ śĺśšě- ňż. Ěśńĺ ňż ćż£śŋĺńĺ, ůšő śĺśšěňă S ĺňěěš řěÿěŋĺ£ ĺ ĺţ łőŋěůŋőě ůĺśńő, šő ŋăÿ ăńčőřĺšň śćőďĺš řěÿěŋĺě śĺśšěňż ł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőňş řěÿěŋĺ¿ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ őš őďŋőľ ŋěĺğćěśšŋőľ. Ţőš£ šőůŋőľ ťőřňşńż ğďěśĳ ćőőąźě čőćőř£ ŋěš (šěőřěňă Ăąěń£), ĺğćěśšŋő ňŋőčő ďőśšă-

5.3. ŁŘĹŠĚŘĹĽ ŁŐŊĚŮŊŐŚŠĹ 49

šőůŋő šőůŋżţ ůĺśńěŋŋżţ ňěšőďőć řěÿěŋĺ£ ĺ ŕőšőňş ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ łőňŕĳ¿šěř.

Ğăďăůă 5.7. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋě-

ŋĺľ şłăğăŋŋżľ łřĺšěřĺľ łőŋěůŋőśšĺ ůĺśńă řěÿěŋĺľ ¡łćĺćăńěŋšěŋ łřĺšěřĺ¿ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ śĺśšěňż ĺğ čńăćż 1 (śň. šěőřěňş 1.12).

Ŕřĺňěř 5.8. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş:

ab = c^2 + c, a^2 = a + bc, ac = b^2 + b.

Ąşďěň śůĺšăšĳ a > b > c. Ğăŋşňěřşěň şřăćŋěŋĺ£ f_1, f_2 ĺ f_3. Ğăűěŕńěŋĺ£ f_1 ĺ f_2 ďă¿š f_1 · a − f_2 · b = (−c^2 − c)a + (a + bc)b = ab − ac + b^2c − ac^2 = f_4. Řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_1: f_4 ; −ac^2 − ac + b^2c + c^2 + c = f_4. Řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_3: f_4 ; −b^2 − b − bc + c^2 + c = f_4. Ğăűěŕńěŋĺě f_2 ĺ f_3: f_2c − f_3a = ab + ab^2 − ac − bc^2 = f_5. Řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_1: f_5 ; −ac + cb + c^2 + c = f_5. Řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_3: f_5 ; −b^2 − b + cb + c^2 + c = f_5. Řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_4: f_5 ; 2bc = f_5

Ğăűěŕńěŋĺě f_1 ĺ f_3: f_1c − f_3b = b^3 + b^2 − c^3 − c^2 = f_6. Řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_4: f_6 ; −b^2c + bc + bc^2 − c^3 − c^2 = f_6

50 ČŃĂĆĂ 5. ŔŘĹŇĚŊĚŊĹ§ ĄĂĞĹŚŐĆ ČŘĚĄŊĚŘĂ

Řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_4: f_6 ; 2bc + 2bc^2 − 2c^3 − 2c^2 = f_6

Řěďşűĺřşěň f_6 ś ŕőňőźĳ¿ f_5. Ŕőńşůĺň −2c^3 − 2c^2 = f_6. Ňż ćĺďĺň, ůšő ć ąăğĺśě Čřěąŋěřă ńěęăš ¡ńěňěŋšż a^2 − a − bc, −b^2 − b − bc + c^2 + c, −2c^3 − 2c^2. Őšś¿ďă śńěďşěš łőŋěůŋőśšĳ ůĺśńă řěÿěŋĺľ. Ŋăľďěň ¡šĺ řěÿěŋĺ£. Ĺğ −2c^3 − 2c^2 = 0 =⇒ c = 0 ĺńĺ c = −1.

1) c = −1. Ĺğ 2bc = 0 =⇒ b = 0. Ĺňěěň a^2 − a − bc = 0 =⇒ a^2 = a =⇒ a = 0 ĺńĺ a = 1. Ŋăąőřż: (1, 0, −1) | ŋě čőďĺšś£, (0, 0, −1) | čőďĺšś£.

2) c = 0 =⇒ a^2 = a =⇒ a = 0 ĺńĺ a = 1, b^2 + b = 0 =⇒ b = 0 ĺńĺ b = −1. Ŋăąőřż: (0, 0, 0) | čőďĺšś£, (0, −1, 0) | čőďĺšś£, (1, 0, 0) | čőďĺšś£, (1, −1, 0) | ŋě čőďĺšś£.

Őšćěš. {(0, 0, 0); (1, 0, 0); (0, −1, 0); (0, 0, −1)}. Ŕřĺňěř 5.9. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş:

ab = c^2 + c, a^2 + a = bc, ac = b^2 + b.

Ğăűěŕńěŋĺě f_1 ĺ f_2: f_1 · a − f_2 · b = −ab − ac + b^2c − ac^2 = f_4.

Řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_1: f_4 ; −ac^2 − ac + b^2c − c^2 − c = f_4

Řěďşłűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ f_3: f_4 ; −b^2 − b − bc − c^2 − c = f_4.

Ďăńĳŋěľÿĺě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ćśě ŕřőůĺě ğăűěŕńěŋĺ£ řěďşűĺřş¿šś£ ł ŋşń¿.

Ğŋăůĺš, ąăğĺś Čřěąŋěřă śőśšőĺš ĺğ 4-ţ ¡ńěňěŋšőć

{f_1, f_2, f_3, f_4}.

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ŕěřěňěŋŋă£ c ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ğŋăůěŋĺľ.

5.4. ŚĆŐĄŐĎŊŻĚ ŊĚĹĞĆĚŚŠŊŻĚ 51

5.4. Śćőąőďŋżě ŋěĺğćěśšŋżě Řăğňěřŋőśšĳ ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ

Őąřăšĺňś£ šěŕěřĳ ł śĺśšěňăň, ĺňě¿źĺň ąěśłőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ. Ůšő ğŋăůĺš ğďěśĳ řěÿĺšĳ śĺśšěňş? Ćěďĳ ŕěřěůĺśńĺšĳ £ćŋő ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řěÿěŋĺľ ŋěćőğňőęŋő. Ćżţőď ŕőďśłăğżćăěš ŕőŋ£šĺě śćőąőďŋőľ ŋěĺğćěśšŋőľ ĺğ šěőřĺĺ ńĺŋěľŋżţ śĺśšěň (ŕăřăčřăť 1.2): ďń£ őŕĺśăŋĺ£ ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ ćśě ŕěřěňěŋŋżě řăğďěń£¿šś£ ŋă ďćă ňŋőęěśšćă | śćőąőďŋżě ĺ čńăćŋżě. Śćőąőďŋżň ŋěĺğćěśšŋżň ňőęŋő ŕřĺďăćăšĳ ń¿ążě ğŋăůěŋĺ£, ă čńăćŋżě ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ ŋĺţ. Őďŋăłő ć ŋěńĺŋěľŋőň śńşůăě ŋă ¡šőň ŕşšĺ ćśšăěš ř£ď šřşďŋőśšěľ. Ŕřőĺńń¿śšřĺřşěň ĺţ ŋă ŕřĺňěřě.

Ŕřĺňěř 5.10. Řăśśňőšřĺň şřăćŋěŋĺě x^3y^2 = 1. §śŋő, ůšő

őŋő ĺňěěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řěÿěŋĺľ. Ć šő ęě ćřěň£ ŋĺ x ŋĺ y ŋě ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ćśě ğŋăůěŋĺ£, š.ł. x ≠ 0, y ≠ 0. Ěśńĺ ćśě-šăłĺ śůĺšăšĳ x śćőąőďŋőľ, x ∈ C \ {0}, šő y = √ 1/x^3. Ŋő ťşŋłűĺ£ √ ŋăď ŕőńěň C őŕřěďěńěŋă ŋěőďŋőğŋăůŋő | łăęďőňş ğŋăůěŋĺ¿ x őšćěůă¿š ďćă ğŋăůěŋĺ£ y.

Ŕőŕżšăěňś£ őŕřěďěńĺšĳ ŕőŋ£šĺě śćőąőďŋőľ ŋěĺğćěśšŋőľ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ śĺśšěňż ś şůěšőň şłăğăŋŋżţ šřşďŋőśšěľ.

Őŕřěďěńěŋĺě 5.11. Ňŋőęěśšćő H_F ⊂ C^n řěÿěŋĺľ ŋěŋşńěćő-

čő şřăćŋěŋĺ£ F (x_1, . . ., x_n) = 0 ŋăğżćăěšś£ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ¿^2.

Őŕřěďěńěŋĺě 5.12. Ŕőďňŋőęěśšćő U ⊂ C^n ŋăğżćăěšś£ ăńčě-

ąřăĺůěśłĺ ŕńőšŋżň (ďăńěě ŕřőśšő ŕńőšŋżň), ěśńĺ ěčő ďőŕőńŋěŋĺě śőďěřęĺšś£ ć ŋěłőšőřőľ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ H_F .

Ğăďăůă 5.13. 1) Łăłĺě ŕőďňŋőęěśšćă ŕńőšŋż ć C ?

2) Ŕřĺćěśšĺ ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć ŕńőšŋżţ ŕőďňŋőęěśšć

ć C^2.

Šěőřěňă 5.14. Ŕşśšĳ S | śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ őš ŋěĺğćěśš-

ŋżţ x_1, x_2, . . ., x_n; x_{i1} , x_{i2}, . . ., x_{ik} | ŋěłőšőřżľ ŋăąőř ĺğ ¡šĺţ ŋěĺğćěśšŋżţ ĺ Ox_{i1} . . . x_{ik} | śőőšćěšśšćş¿źěě łőőřďĺŋăšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć C^n. Łőőřďĺŋăšŋă£ ŕřőěłűĺ£ C^n →

2Łăł ŕőłăğżćăěš ğăďăůă 1.25, ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăňłŋşšżň ŕőńěň ń¿ąőě ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě £ćń£ěšś£ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ¿.

52 ČŃĂĆĂ 5. ŔŘĹŇĚŊĚŊĹ§ ĄĂĞĹŚŐĆ ČŘĚĄŊĚŘĂ

Ox_{i1} . . . x_{ik} őŕřěďěń£ěš őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ X(S) śĺśšěňż S ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Ox_{i1} . . . x_{ik} , ĺ őąřăğ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ńĺąő ŕńőšěŋ ć Ox_{i1} . . . x_{ik} ∼= C^k, ńĺąő ńěęĺš ć ŋěłőšőřőľ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ H_F ć C^k.

(Ďőłăğăšěńĳśšćő śň. ć Čńăćě 6.)

Ć ŕěřćőň śńşůăě ŋăąőř ŕěřěňěŋŋżţ x_{i1} , . . ., x_{ik} ŋăğżćă¿š śćőąőďŋżň (ćěďĳ ¡šĺ ŕěřěňěŋŋżě ňőčşš ŕřĺŋĺňăšĳ ŕőůšĺ ń¿- ążě ŋăąőřż ğŋăůěŋĺľ ŋă ňŋőęěśšćě řěÿěŋĺľ X(S)), ă ćő ćšőřőň śńşůăě | ğăćĺśĺňżň (ŕőśłőńĳłş ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ x_{i1} , . . ., x_{ik} ŋă ňŋőęěśšćě řěÿěŋĺľ ńěęăš ŋă čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ F (x_{i1} , . . ., x_{ik} ) = 0).

Őŕřěďěńěŋĺě 5.15. Řăğňěřŋőśšĳ¿ dim X(S) ňŋőęěśšćă

řěÿěŋĺľ X(S) śĺśšěňż S ŋăğżćăěšś£ ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ŕěřěňěŋŋżţ ŕő ćśěň śćőąőďŋżň ŋăąőřăň ŕěřěňěŋŋżţ. Śćőąőďŋżľ ŋăąőř ŕěřěňěŋŋżţ, ć łőšőřőň ůĺśńő ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋő dim X(S), ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňăłśĺňăńĳŋżň śćőąőďŋżň ŋăąőřőň ŕěřěňěŋŋżţ. Ěśńĺ śćőąőďŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ŋěš, ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ŋşńĳňěřŋő.

Ğăďăůă* 5.16. Ŕşśšĳ F (x_1, . . ., x_n) | ŋěŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ.

Ďőłăğăšĳ, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ F = 0 řăćŋă n − 1.

Ğăďăůă 5.17. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăąőř ĺğ őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ {x_i}

£ćń£ěšś£ śćőąőďŋżň ďń£ śĺśšěňż S šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă x_i ŕřĺŋĺňăěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ğŋăůěŋĺľ ŋă ňŋőęěśšćě řěÿěŋĺľ X(S).

Ğăďăůă 5.18. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő śćőąőďŋőčő ŋăąő-

řă ŕěřěňěŋŋżţ ćŋőćĳ £ćń£ěšś£ śćőąőďŋżň ŋăąőřőň ŕěřěňěŋŋżţ.

Ğăďăůă* 5.19. Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř śĺśšěňż ĺ śćőąőďŋőčő ŋă-

ąőřă ŕěřěňěŋŋżţ ďń£ ¡šőľ śĺśšěňż, łőšőřżľ ŋě ňőęěš ążšĳ ćłń¿ůěŋ ć ňăłśĺňăńĳŋżľ śćőąőďŋżľ ŋăąőř ŕěřěňěŋŋżţ.

Łăł ďń£ ďăŋŋőľ śĺśšěňż ¡ťťěłšĺćŋő ŋăţőďĺšĳ ňăłśĺňăńĳŋżě śćőąőďŋżě ŋăąőřż ŕěřěňěŋŋżţ ĺ řăğňěřŋőśšĳ ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ?

5.4. ŚĆŐĄŐĎŊŻĚ ŊĚĹĞĆĚŚŠŊŻĚ 53

Ğďěśĳ ŋăň ćŋőćĳ ŕőňőčşš ąăğĺśż Čřěąŋěřă.

Ăńčőřĺšň ŕőĺśłă ňăłśĺňăńĳŋőčő śćőąőďŋőčő ŋăąőřă ŕě-

řěňěŋŋżţ:

1) Řăśśňőšřĺň ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł:

x_1 > x_2 > . . . > ^x_i > . . . > x_n > x_i (ŕěřěňěŋŋă£ x_i ŕěřěśšăćńěŋă ć łőŋěű) ĺ ŕőśšřőĺň ďń£ ŋěčő ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I(S). Ěśńĺ ć ŋěň ěśšĳ ¡ńěňěŋš, ğăćĺś£źĺľ šőńĳłő őš x_i, šő x_i | ğăćĺśĺňă£ ŕěřěňěŋŋă£, ĺŋăůě | śćőąőďŋă£.

Šăłĺň őąřăğőň, ŋăľďěň ţőš£ ąż őďŋş śćőąőďŋş¿ ŕěřěňěŋŋş¿ (ěśńĺ šăłőćőľ ŋěš, šő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ŋşńĳňěřŋő).

2) Ŕěřěŋşňěřőćăć ŕěřěňěŋŋżě, śůĺšăěň, ůšő x_n | śćőąőďŋă£. Ŕěřěśšăćń££ ŋă ŕřěďŕőśńěďŋěě ňěśšő ŕěřěňěŋŋżě x_1, . . ., x_{n−1}, śšřőĺň ąăğĺśż Čřěąŋěřă ďń£ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺţ ŕőř£ďłőć x_1 > x_2 > . . . > ^x_i > . . . > x_i > x_n. Ěśńĺ šăłőľ ąăğĺś śőďěřęĺš ¡ńěňěŋš, ğăćĺś£źĺľ ńĺÿĳ őš x_i ĺ x_n, šő ŋăąőř {x_i, x_n} ğăćĺśĺň, ĺŋăůě śćőąőďěŋ.

3) Ŕőďśšăćń££ ć łăůěśšćě x_n ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćśě śćőąőďŋżě ŕěřěňěŋŋżě ĺ ďěľśšćş£ łăł ć ŕşŋłšě 2), ŋăţőďĺň ćśě śćőąőďŋżě ŕăřż ŕěřěňěŋŋżţ. Ŕřőďőńęă£ ć šőň ęě ďşţě, ňż ŋăľďěň ćśě śćőąőďŋżě šřőľłĺ, ůěšćěřłĺ ĺ š.ď. ďő ňăłśĺňăńĳŋżţ ŋăąőřőć.

Őąőśŋőćăŋĺě ¡šőčő ăńčőřĺšňă, ă šăłęě ćőğňőęŋżě ěčő őŕšĺňĺğăűĺĺ ňż őśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿.

Ğăďăůă 5.20. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ łőŋěůŋő ⇐⇒

ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ŋşńĳňěřŋő.

Ŕřĺňěř 5.21. Ćěřŋěňś£ ł śĺśšěňě ĺğ ŕřĺňěřă 5.9.

ab = c^2 + c, a^2 + a = bc, ac = b^2 + b.

54 ČŃĂĆĂ 5. ŔŘĹŇĚŊĚŊĹ§ ĄĂĞĹŚŐĆ ČŘĚĄŊĚŘĂ

Ďń£ ŕőř£ďłă a > b > c ňż ŕőśšřőĺńĺ ąăğĺś Čřěąŋěřă {f_1 = ab−c^2−c, f_2 = a^2+a−bc, f_3 = ac−b^2−b, f_4 = b^2+b+bc+c^2+c}. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ŕěřěňěŋŋă£ c śćőąőďŋă, ă ŋăąőř {b, c} ğăćĺśĺň. Ŕőńőęĺň b > a > c. Ĺňěěň f_1 = ab−c^2−c, f_2 = bc−a^2−a, f_3 = b^2 + b − ac.

Ğăűěŕńěŋĺě f_1 ĺ f_2: f_1c − f_2a = −c^3 − c^2 + a^3 + a^2 = f_4.

Ŕőńşůěŋă ğăćĺśĺňőśšĳ ňěęďş a ĺ c =⇒ ŋăąőř {a, c} ŋě śćőąőďěŋ.

Ŋăłőŋěű, ŕőńőęĺň c > a > b. Šőčďă ĺğ ğăűěŕńěŋĺ£ ćšőřőčő ĺ šřěšĳěčő şřăćŋěŋĺľ śĺśšěňż ŕőńşůăěň ňŋőčőůńěŋ −a^3 −a^2 + b^3 + b^2. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŋăąőř {a, b} ŋě śćőąőďěŋ.

Ćżćőď. Ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ 1.

5.5. Čěőňěšřĺůěśłă£ śšřşłšşřă ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ śĺśšěňż

Ŕşśšĳ ňăłśĺňăńĳŋżľ śćőąőďŋżľ ŋăąőř ŕěřěňěŋŋżţ ďń£ śĺśšěňż S ŕőńşůěŋ. Ŕěřěŋşňěřőćăć ŕěřěňěŋŋżě, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ¡šőš ŋăąőř ěśšĳ {x_1, x_2, . . ., x_k}. Ĺňěěšś£ ŕřőěłűĺ£ ϕ: X(S) → Ox_1 . . . x_k, őąřăğ łőšőřőľ ňż őąőğŋăůĺň U. Ňŋőęěśšćő U ŕńőšŋő ć Ox_1 . . .x_k ∼= C^k.

Ŕşśšĳ u_0 = (x^0_1, . . ., x^0_k) ∈ U. Řăśśňőšřĺň ŕřőőąřăğ ϕ^{−1}(u_0). Ňŋőęěśšćő šőůěł ć ¡šőň ŕřőőąřăğě { ¡šő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ŋăÿěľ śĺśšěňż ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ śćőąőďŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ x_1 = x^0_1, . . ., x_k = x^0_k.

Ţőšěńőśĳ ąż ďşňăšĳ, ůšő ŕřőőąřăğ ϕ^{−1}(u_0) łőŋěůěŋ. Őďŋăłő ¡šő ŋě ćśěčďă šăł.

Ŕřĺňěř 5.22. Řăśśňőšřĺň şřăćŋěŋĺě xyz = 0. Ŋăąőř {x, y}

£ćń£ěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň śćőąőďŋżň ŋăąőřőň ŕěřěňěŋŋżţ. Ŕřĺ x ≠ 0, y ≠ 0 ŕěřěňěŋŋă£ z ŋăţőďĺšś£ őďŋőğŋăůŋő: z = 0. Őďŋăłő ěśńĺ x = 0 ĺńĺ y = 0, šő z ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ń¿ążě ğŋăůěŋĺ£. Ŕő¡šőňş ŕřőőąřăğ łăęďőľ šőůłĺ ĺğ łőőřďĺŋăšŋőčő łřěśšă ŕńőśłőśšĺ Oxy ěśšĳ ăťťĺŋŋă£ ŕř£ňă£.

5.5. ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĂ§ ŚŠŘŞŁŠŞŘĂ 55

Ğăďăůă 5.23. Ŋăľšĺ ňŋőęěśšćő U ć ŕřĺňěřě 5.22.

Šěň ŋě ňěŋěě, ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ šěőřěňă.

Šěőřěňă 5.24. Ćő ňŋőęěśšćě U ŋăľďěšś£ šăłőě ŕńőšŋőě

ŕőďňŋőęěśšćő U_1, ůšő ϕ^{−1}(u) łőŋěůŋő ďń£ ćś£łőčő u ∈ U_1.

(śň. ďőłăğăšěńĳśšćő ć Čńăćě 6.) Šăł, ć ŕřĺňěřě 5.22 U_1 = U \ {Ox ∪ Oy}.

Ěśńĺ ğŋăůěŋĺ£ śćőąőďŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ŕřĺŋăďńěęăš ňŋőęěśšćş U_1, šő ğŋăůěŋĺ£ őśšăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ŋăţőď£šś£ "ŕőůšĺ őďŋőğŋăůŋő". Ŋă £ćŋżě ťőřňşńż ďń£ ćżřăęěŋĺ£ x_{k+1}, . . ., x_n ůěřěğ x_1, . . ., x_k řăśśůĺšżćăšĳ ŋě ŕřĺţőďĺšś£, ŋő ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ x_1, . . ., x_k ĺğ U_1 ğŋăůěŋĺ£ x_{k+1}, . . ., x_n ňőęŋő ŋăľšĺ, řěÿă£ łőŋěůŋőě ůĺśńő ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ őš őďŋőľ ŋěĺğćěśšŋőľ.

Ěśńĺ ęě ğŋăůěŋĺ£ (x_1, . . ., x_k) ∈ U \U_1, šő ŕřőĺśţőď£š ćżřőęďěŋĺ£. Ğďěśĳ śńěďşěš ŕőďśšăćĺšĳ ğŋăůěŋĺ£ x_1, . . ., x_k ć śĺśšěňş ĺ ćŋőćĳ ŋăůăšĳ řěÿăšĳ ŕőńşůěŋŋş¿ śĺśšěňş őš ŋěĺğćěśšŋżţ x_{k+1}, . . . , x_n řăśśňőšřěŋŋżňĺ ňěšőďăňĺ.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ŕőńşůĺň šőůŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż ĺğ ŕřĺňěřă 5.9. Ŕőśšřőěŋŋżľ ąăğĺś Čřěąŋěřă

{f_1 = ab − c^2 − c, f_2 = a^2 + a − bc, f_3 = ac − b^2 − b,

f_4 = b^2 + b + bc + c^2 + c}

£ćń£ěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň, ŋő ŋě řěďşűĺřőćăŋŋżň. Ňĺŋĺňăńĳŋżň řěďşűĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň ć ¡šőň śńşůăě £ćń£ěšś£ ąăğĺś

{f_1 = ab − c^2 − c, f_2 = a^2 + a − bc, f_3 = ac + bc + c^2 + c,

f_4 = b^2 + b + bc + c^2 + c}.

Ŕő¡šőňş ĺśţőďŋă£ śĺśšěňă

ab = c^2 + c, a^2 + a = bc, ac = b^2 + b

56 ČŃĂĆĂ 5. ŔŘĹŇĚŊĚŊĹ§ ĄĂĞĹŚŐĆ ČŘĚĄŊĚŘĂ

¡łćĺćăńěŋšŋă śĺśšěňě

ab = c^2 + c, a^2 + a = bc, ac = −bc − c^2 − c, b^2 + b + bc + c^2 + c = 0.

Ŕřĺ c = 0 ĺňěěň řěÿěŋĺ£ (0, 0, 0), (0, −1, 0) ĺ (−1, 0, 0). Ŕřĺ c ≠ 0 ĺğ šřěšĳěčő şřăćŋěŋĺ£ ŕőńşůăěň a = −b − c − 1. Ŕőśńě ŕőďśšăŋőćłĺ ¡šőčő ćżřăęěŋĺ£ ć ŕěřćőě ĺ ćšőřőě şřăćŋěŋĺ£ ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺ£, ¡łćĺćăńěŋšŋżě ůěšćěřšőňş. Ŕěřěňěŋŋă£ c £ćń£ěšś£ śćőąőďŋőľ, ŕěřěňěŋŋă£ b ćżřăęăěšś£ ĺğ ůěšćěřšőčő şřăćŋěŋĺ£ b = −c − 1 ± √ −3c^2 − 2c + 1 2 , ă ďń£ ŕěřěňěŋŋőľ a ĺňěěň a = −c − 1 ∓ √ −3c^2 − 2c + 1 2 . Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň őšćěš:

1) c { ń¿ąőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő, b =^{−c−1±√−3c2−2c+1}_2 ĺ a = −c−1∓ √ −3c2−2c+1 2 ; 2) a = b = c = 0.

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő U = U_1 = O_c, šő ěśšĳ śćőąőďŋă£ ŕěřěňěŋŋă£ ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ń¿ążě ğŋăůěŋĺ£, ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň ğŋăůěŋĺĺ c ≠ 0 śĺśšěňă ĺňěěš ďćă řěÿěŋĺ£, ă ŕřĺ c = 0 śĺśšěňă ĺňěěš šřĺ řěÿěŋĺ£.

Ğăňěůăŋĺě. Ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ xyz = 0 ěśšĳ

őąžěďĺŋěŋĺě šřěţ ŕńőśłőśšěľ. Ř£ď ŕřĺćěďěŋŋżţ ć ¡šőľ čńăćě ŕřĺňěřőć ążń őśŋőćăŋ ĺňěŋŋő ŋă šőň, ůšő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż ěśšĳ őąžěďĺŋěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŕőďőąŋżţ "ůăśšěľ", łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň śĺśšěňż, ŕőńşůěŋŋőľ ĺğ ĺśţőďŋőľ ďőąăćńěŋĺěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ć ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ¡šĺ "ůăśšĺ" ŋăğżćă¿š ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ łőňŕőŋěŋšăňĺ ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ ĺ ŕřěďŕőůĺšă¿š ĺğşůăšĳ łăęďş¿ ĺğ łőňŕőŋěŋš őšďěńĳŋő. Ŕőďřőąŋőě ĺğşůěŋĺě

5.6. ŘĚŸĚŊĹĚ ŚĹŚŠĚŇ 57

ŕőŋ£šĺ£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż ćżţőďĺš ğă řăňłĺ ŋăśšő- £źěčő łşřśă. Ğăĺŋšěřěśőćăŋŋőňş ůĺšăšěń¿ śńěďşěš őąřăšĺšĳś£ ł şůěąŋĺłăň ŕő ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, śň. ŋăŕřĺňěř Ĺ. Ř. Ÿăťăřěćĺů, Őśŋőćż ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, šőň 1, Ň.: Ŋăşłă, 1988.

5.6. Řěÿěŋĺě śĺśšěň

Řěÿĺšě śńěďş¿źĺě śĺśšěňż (¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ, ŋě ŕřĺňěŋ££ ŕőŋ£šĺě ąăğĺśă Čřěąŋěřă, őďŋăłő ňż řěłőňěŋďşěň ĺňěŋŋő ¡šőš ŕşšĳ ć łăůěśšćě šřěŋĺřőćłĺ). Ć łăęďőň ĺğ śńşůăěć ŕřőďěňőŋśšřĺřşľšě ŕřĺňěŋěŋĺě łřĺšěřĺěć śőćňěśšŋőśšĺ, łőŋěůŋőśšĺ ůĺśńă řěÿěŋĺľ ĺ ŕőŋ£šĺě śćőąőďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ, ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ. 1) x^2 = 1, (x − 1)y = 0, (x + 1)z = 0. 2) x^2 + y^2 + z^2 = 0, x + y − z = 0, y + z^2 = 0. 3) xz − 2y + 1 = 0, yz − 1 + z = 0, yz + xyz + z = 0. 4) x^3yz − xz^2 = 0, xy^2z − xyz = 0, x^2y^2 − z = 0.

58 ČŃĂĆĂ 5. ŔŘĹŇĚŊĚŊĹ§ ĄĂĞĹŚŐĆ ČŘĚĄŊĚŘĂ 5) xy^2 − z − z^2 = 0, x^2y − y = 0, y^2 − z^2 = 0. 6) xy + z − 1 = 0, x − y − z^2 = 0, x^2 − 2y + 1 = 0. 7) zx − y − x + xy = 0, yz − z + x^2 + yx^2 = 0, x − x^2 + y = 0. 8) xy − xz + y^2 = 0, yz − x^2 + x^2y = 0, x − xy + y = 0. 9) yz + x^2 + z = 0, xyz + xz − y^3 = 0, xz + y^2 = 0.

10) x^2 + z^2y + yz = 0, y^2 − zx + x = 0, xy + z^2 − 1 = 0.

Čńăćă 6.

Ďőłăğăšěńĳśšćă

6.1. Ł čńăćě 1

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő ťăłšőřĺăńĳŋőśšĺ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć őš ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Ŕřőćěďěň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő ůĺśńş ŕěřěňěŋŋżţ. Ďń£ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ ďőłăğăŋă ćżÿě. Śůĺšăěň, ůšő łőńĳűő K [x_1, . . ., x_{n−1}] ťăłšőřĺăńĳŋő. Řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ f(x_1, . . ., x_n) łăł ňŋőčőůńěŋ őš ŕěřěňěŋŋőľ x_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć łőńĳűě K [x_1, . . ., x_{n−1}], š.ě.

f(x_n) = f_0(x_1, . . ., x_{n−1}) + f_1(x_1, . . ., x_{n−1})x_n + . . . +f_m(x_1, . . ., x_{n−1})x^m_n . Őŕřěďěńěŋĺě 6.1. Śőďěřęăŋĺěň ňŋőčőůńěŋă f ŋăğżćăěšś£

ňŋőčőůńěŋ Cont(f) = ŊŐĎ(f_0(x_1, . . ., x_{n−1}), . . ., f_m(x_0, . . ., x_{n−1})). Ńěňňă Čăşśśă. Cont(fg) = Cont(f)Cont(g). Ďőłăğăšěńĳśšćő. §śŋő, ůšő Cont(fg) ďěńĺšś£ ŋă

Cont(f)Cont(g). Śőłřăšĺć ŋă őąźĺľ ňŋőęĺšěńĳ, ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő Cont(f) = Cont(g) = 1. Ŕşśšĳ p { ŋěŕřĺćőďĺňżľ ďěńĺšěńĳ Cont(fg). Ďőŕşśšĺň, ůšő p ďěńĺš f_0, . . ., f_s ĺ g_0, . . ., g_r, ŋő ŋě ďěńĺš f_{s+1} ĺ g_{r+1}. Šőčďă ć fg łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^{s+r+2}_n

60 ČŃĂĆĂ 6. ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆĂ

ďěńĺšś£ ŋă p, ćśě ćţőď£źĺě ć ŋěčő ůńěŋż ďěń£šś£ ŋă p, ĺ ŕőšőňş f_{s+1}g_{r+1} ďěńĺšś£ ŋă p. Ć śĺńş ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ p őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ ďěńĺšś£ ŋă p. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Řăśśňőšřĺň ŕőńě řăűĺőŋăńĳŋżţ ďřőąěľ D = { f(x_1, . . ., x_{n−1}) g(x_1, . . ., x_{n−1}) | g ≠ 0}. Ňŋőčőůńěŋ f ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ňŋőčőůńěŋ őš x_n ŋăď ŕőńěň D. Şšćěřęďăěšś£, ůšő ěśńĺ f ŋěŕřĺćőďĺň ć K[x_1, . . ., x_n], šő őŋ ŋěŕřĺćőďĺň ĺ ć D[x_n]. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ f = gh { řăğńőęěŋĺě ć D[x_n], šő, ŕřĺćěď£ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿ łő- ¡ťťĺűĺěŋšż, ŕőńşůĺň qf = g^′h^′, čďě g^′, h^′ { ňŋőčőůńěŋż ĺğ

K [x1, . . ., xn] šěţ ęě śšěŕěŋěľ ŕő xn, ůšő ĺ g, h. Śőłřăšĺć

ŋă Cont(g^′)Cont(h^′), ŕőńşůĺň r^′f^′ = g^{′′}h^{′′}. Ŕő ńěňňě Čăşśśă r^′ ěśšĳ łőŋśšăŋšă. Ŕő¡šőňş f^′, ă śńěďőćăšěńĳŋő ĺ f, ŕřĺćőďĺňż ć K [x1, . . ., xn]. Ŕřőćěďěŋŋőě řăśśşęďěŋĺě ŕőłăğżćěš, ůšő řăğńőęěŋĺě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ć D[x_n] őŕřěďěń£ěš řăğńőęěŋĺě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ć K [x_1, . . ., x_n]. Őďŋőğŋăůŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£ ćżšěłăěš ĺğ őďŋőğŋăůŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ć D[x_n] ĺ ć K [x1, . . ., xn−1]. 6.2. Ł čńăćě 2

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě.

Řăśśňőšřěŋŋőě ŋĺęě ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřĺŋăďńěęĺš Čőřďăŋş (1900). Őŋő ążńő ŕőńşůěŋő ŕőůšĺ śřăğş ŕőśńě őřĺčĺŋăńĳŋőčő ďőłăğăšěńĳśšćă Čĺńĳąěřšă. Ďń£ ŋăś őŋő ĺŋšěřěśŋő šěň, ůšő ć ŋěň (ćŕěřćżě ?) ćőğŋĺłńő ŕőŋ£šĺě ĺďěăńă śšăřÿĺţ ůńěŋőć ĺ ĺďěĺ, ąńĺğłĺě ł ŕőŋ£šĺ¿ ąăğĺśă Čřěąŋěřă.

İšăŕ 1. Ŕşśšĳ I ◁K [x_1, . . ., x_n] { ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ (ąěś-

łőŋěůŋżň) ňŋőęěśšćőň őďŋőůńěŋőć m_1, m_2, . . ..

Ńěňňă Ďĺłśőŋă. Ć ĺďěăńě I ňőęŋő ćżąřăšĳ ąăğĺś ĺğ łő-

ŋěůŋőčő ůĺśńă őďŋőůńěŋőć m_1, m_2, . . ., m_k. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ,

6.2. Ł ČŃĂĆĚ 2 61

ń¿ąőě ňŋőęěśšćő őďŋőůńěŋőć śőďěřęĺš łőŋěůŋőě ůĺśńő ňĺŋĺňăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć őšŋőśĺšěńĳŋő őšŋőÿěŋĺ£ ďěńĺňőśšĺ. İšĺ ¡ńěňěŋšż śőśšăćń£¿š ŋăĺňěŋĳÿĺľ ňőŋőňĺăńĳŋżľ ąăğĺś ĺďěăńă I.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ĺŋďşłűĺ¿ ŕő ůĺ-

śńş ŕěřěňěŋŋżţ. Ć śńşůăě, łőčďă n = 1, ąăğĺś śőśšőĺš ĺğ őďŋőčő őďŋőůńěŋă ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ. Ć śńşůăě n ŕěřěňěŋŋżţ ŕőďśšăćĺň ćő ćśě őďŋőůńěŋż x_n = 1 ĺ ć ŕőńşůěŋŋőľ śőćőłşŕŋőśšĺ őďŋőůńěŋőć őš n − 1 ŕěřěňěŋŋőľ ćżąěřěň ňĺŋĺňăńĳŋżľ ąăğĺś m^′_1, . . ., m^′_s. Řăśśňőšřĺň őďŋőůńěŋż m_1, . . ., m_s, őšćěůă¿źĺě m^′_i, ś ŋăĺňěŋĳÿĺňĺ ŕőłăğăšěń£ňĺ ŕřĺ x_n. Ŕşśšĳ l ěśšĳ ŋăĺąőńĳÿĺľ ŕőłăğăšěńĳ ŕřĺ x_n ć őďŋőůńěŋăţ m_1, . . ., m_s. Řăśśňőšřĺň ćśě őďŋőůńěŋż ĺğ I śšěŕěŋĺ p őšŋőśĺšěńĳŋő x_n, p = 0, 1, . . ., l − 1. Ŕőďśšăćĺň ć ŋĺţ x_n = 1 ĺ ć ŕőńşůěŋŋőň ňŋőęěśšćě ćżąěřěň ćŋőćĳ ňĺŋĺňăńĳŋżě őďŋőůńěŋż m^{(p)}_1 , . . ., m^{(p)}s_p . Ć łőŋěůŋőň ňŋőęěśšćě őďŋőůńěŋőć m_1, . . ., m_s, . . ., m^{(p)}_i x^p_n . . . őśšăěšś£ ćżąřăšĳ ňĺŋĺňăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż őšŋőśĺšěńĳŋő őšŋőÿěŋĺ£ ďěńĺňőśšĺ. 6

- t t t t

PPPPP AA AA AA

x^7 x^4y x^3y^3 x^2y^5

İšă ńěňňă ďőŕşśłăěš śńěďş¿źş¿ čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿. Ąşďěň śőŕőśšăćń£šĳ őďŋőůńěŋş šőůłş řěÿěšłĺ Z^n { ŋăąőř śšěŕěŋěľ őďŋőůńěŋă. Šőčďă őďŋőůńěŋż ĺğ ŋăĺňěŋĳÿěčő

62 ČŃĂĆĂ 6. ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆĂ

ňőŋőňĺăńĳŋőčő ąăğĺśă őšćěůă¿š šőůłăň, ŕőŕăćÿĺň ŋă łőŋěůŋş¿ ůăśšĳ ńőňăŋŋőľ { čřăŋĺűż ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ ćśěţ őďŋőůńěŋőć ĺďěăńă.

İšăŕ 2. Őąźĺľ śńşůăľ. Řăśśňőšřĺň ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ

ŕőř£ďőł ŋă ňŋőęěśšćě őďŋőůńěŋőć. Ŕşśšĳ J { ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ śšăřÿĺňĺ ůńěŋăňĺ f_C ¡ńěňěŋšőć f ĺďěăńă I. Ćżąěřěň łőŋěůŋżľ ąăğĺś m_1, . . ., m_k ć ĺďěăńě J. Ŕşśšĳ f_i { ňŋőčőůńěŋż ĺğ ĺďěăńă I, śšăřÿĺě ůńěŋż łőšőřżţ řăćŋż m_i. Ŕőłăęěň, ůšő f_i őąřăğş¿š ąăğĺś ć I. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă f ∈ I ěčő śšăřÿĺľ ůńěŋ f_C = m_ir ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋőňěřă i ĺ őďŋőůńěŋă r. Šőčďă śšăřÿĺľ ůńěŋ f − f_ir śšřőčő ňěŋĳÿě śšăřÿěčő ůńěŋă f. Ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ňż ŕőńşůĺň f ∈ (f_1, . . ., f_k).

Ďřşčőě ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż őśŋőćăŋő ŋă řăśśňőšřěŋĺĺ łőńĳűă K [x_1, . . ., x_n] łăł łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć őš x_n ś łő- ¡ťĺűĺěŋšăňĺ ć K [x_1, . . ., x_{n−1}]. Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő śšăřÿĺě ůńěŋż ňŋőčőůńěŋőć ĺğ ĺďěăńă I őąřăğş¿š ĺďěăń P

ć K [x1, . . ., xn−1]. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ P ĺňěěš łő-

ŋěůŋżľ ąăğĺś. İšő ŕőğćőń£ěš ŕőśšřőĺšĳ łőŋěůŋżľ ąăğĺś ć I. Ďěšăńĺ ňż őśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿.

6.3. Ł čńăćě 3

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ.

Şďăůŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż śőďěřęĺšś£ ć łŋĺčě Ć. Ć. Ŕřăśőńőćă "Ňŋőčőůńěŋż". Ďń£ ŕőńŋőšż ĺğńőęěŋĺ£ ňż ŕřĺćěďěň ğďěśĳ ¡šő ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőňĺňő śőąśšćěŋŋő ďőłăğăšěńĳśšćă ć ŕřőűěśśě řăśśşęďěŋĺľ ůĺšăšěńĳ ŕőğŋăłőňĺšś£ ś šăłĺňĺ ŕőńěğŋżňĺ ć ăńčěąřě ťăłšăňĺ łăł ńěňňă Ŋěšěř ő ŋőřňăńĺğăűĺĺ, ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě śćőľśšćő ňăłśĺňăńĳŋżţ ĺďěăńőć ĺ ŕřőůěě.

Śŋăůăńă ňż ďőłăęěň ůăśšŋżľ śńşůăľ šěőřěňż ő ŋşń£ţ, ĺğ łőšőřőčő ğăšěň ćżćěďěň őąźş¿ šěőřěňş. Ďăńěě łőńĳűő

C [x1, . . ., xn] ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ąşłćőľ K.

6.3. Ł ČŃĂĆĚ 3 63

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ŕşśšĳ ňŋőčőůńěŋż f_1, . . ., f_m ∈ K ŋě

ĺňě¿š őąźĺţ ŋşńěľ. Šőčďă śşźěśšćş¿š šăłĺě ňŋőčőůńěŋż g_1, . . ., g_m ∈ K, ůšő g_1f_1 + . . . + g_mf_m = 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šăłĺţ ňŋőčőůńěŋőć

ŋě śşźěśšćşěš. İšő ć šőůŋőśšĺ őğŋăůăěš ůšő ĺďěăń (f_1, . . ., f_m) ŋě śőćŕăďăěš śő ćśěň łőńĳűőň K.

ŸĂČ 1. Ŕşśšĳ J - ňăłśĺňăńĳŋżľ (śőąśšćěŋŋżľ) ĺďěăń łőńĳűă K, śőďěřęăźĺľ (f_1, . . ., f_m). Šőčďă łőńĳűő A = K/J £ćń£ěšś£ ŕőńěň.

Ć śăňőň ďěńě, ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ć łőńĳűě K/J ń¿ąőľ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš őąřăšĺň. Ěśńĺ f /∈ J, šő J + (f) { ĺďěăń, śšřőčő śőďěřęăźĺľ J, ŕő¡šőňş J + (f) = K. İšő ŕőłăğżćăěš, ůšő ŋăľďşšś£ šăłĺě ňŋőčőůńěŋż a ∈ J ĺ b ∈ K, ůšő a + bf = 1. Ć šăłőň śńşůăě łńăśś b ∈ A £ćń£ěšś£ őąřăšŋżň ďń£ łńăśśă f ∈ A.

Ŕşśšĳ α_i { őąřăğ ¡ńěňěŋšă x_i ŕřĺ łăŋőŋĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ p : C [x1, . . ., xn] → C [x1, . . ., xn]/J = A. Šăłĺň őąřăğőň, A = C [α_1, . . ., α_n] { łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋă£ ăńčěąřă ŋăď C , £ćń£¿źă£ś£ ć šő ęě ćřěň£ ŕőńěň.

ŸĂČ 2. Ěśńĺ łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋă£ ăńčěąřă ŋăď C £ćń£ěšś£ ŕőńěň, šő őŋă śőćŕăďăěš ś C .

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£^1

Ńěňňă Ŋěšěř ő ŋőřňăńĺğăűĺĺ. Ć ăńčěąřě

A = C [α1, . . ., αn] ňőęŋő ćżąřăšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňżě

1Ć ďőłăğăšěńĳśšćě ňőęŋő ążńő ąż őąőľšĺśĳ ĺ ąěğ ńěňňż Ŋěšěř (śň. ŋăŕřĺňěř Ć. Ďőűěŋłő, Őą őďŋőň ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ, Ňăš. Ŕřőśćěźěŋĺě, šřěšĳ£ śěřĺ£, ćżŕ. 6 (2002), 116-118), ŋő ňż řěÿĺńĺ ŕőğŋăłőňĺšĳ ůĺšăšěń£ ś ¡šĺň řěğşńĳšăšőň.

64 ČŃĂĆĂ 6. ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆĂ

ŋăď C ¡ńěňěŋšż y1, . . ., yk šăł, ůšő ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš a ∈ A ąş-

ďěš űěńżň ŋăď C [y_1, . . ., y_k], š.ě. ąşďěš şďőćńěšćőř£šĳ ŋőřňĺřőćăŋŋőňş ăńčěąřăĺůěśłőňş şřăćŋěŋĺ¿ ŋăď C [y_1, . . ., y_k] :

a^l + b_1a^{l−1} + . . . + b_l = 0, čďě b_1, . . ., b_l ∈ C [y_1, . . ., y_k].

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřĺňěŋĺň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő n. Ěśńĺ ¡ńě-

ňěŋšż α_1, . . ., α_n ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňż, šő şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Ŕşśšĳ f(α_1, . . ., α_n) = 0 { ăńčěąřăĺůěśłőě śőőšŋőÿěŋĺě ňěęďş ŋĺňĺ. Ěśńĺ f { ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ m, ş łőšőřőčő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^m_n ŋě řăćěŋ ŋşń¿, šő

α^m_n + b_1α^{m−1}_n + . . . + b_m = 0, b_1, . . ., b_m ∈ C [α_1, . . ., α_{n−1}].

İšő ŕőłăğżćăěš, ůšő α_n űěń ŋăď C [α_1, . . ., α_{n−1}]. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ĺśłőňżě ¡ńěňěŋšż y_1, . . ., y_k ďń£ łőńĳűă C [α_1, . . ., α_{n−1}]. Šěŕěřĳ šőš ťăłš, ůšő ćś£- łĺľ ¡ńěňěŋš ĺğ C [α_1, . . ., α_n] űěń ŋăď C [y_1, . . ., y_k] ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źĺţ śšăŋďăřšŋżţ śćőľśšć űěńżţ ¡ńěňěŋšőć, ŕřőćěřłş łőšőřżţ ňż őśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿:

(I) ěśńĺ ¡ńěňěŋš a ∈ C [α_1, . . ., α_n] űěń ŋăď C [α_1, . . ., α_{n−1}], šő a űěń ĺ ŋăď C [y_1, . . ., y_k];

(II) ěśńĺ a_1, a_2 ∈ C [α_1, . . ., α_n] űěńż ŋăď C [α_1, . . ., α_{n−1}], šő ¡ńěňěŋšż a_1 + a_2 ĺ a_1a_2 šăłęě űěńż ŋăď C [α_1, . . ., α_{n−1}].

Ěśńĺ ęě łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^m_n ć ňŋőčőůńěŋě f řăćěŋ ŋşń¿, šő śďěńăěň ğăňěŋş x_n = ξ_n, x_i = ξ_i + a_iξ_n, i = 1, . . ., n − 1. Ŕőŕřőąşěň ŕőďőąřăšĳ ůĺśńă a_i ∈ C šăł, ůšőąż ş ňŋőčőůńěŋă g(ξ_1, . . ., ξ_{n−1}, ξ_n) = f(x_1, . . ., x_n) = = f(ξ_1 + a_1ξ_n, . . ., ξ_{n−1} + a_{n−1}ξ_n, ξ_n)

ążń ŋěŋşńěćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ ξ^m_n . İšőš łő¡ťťĺűĺěŋš řăćěŋ g_m(0, . . ., 0, 1) = f_m(a_1, . . ., a_{n−1}, 1),

6.3. Ł ČŃĂĆĚ 3 65

čďě f_m ĺ g_m { őďŋőřőďŋżě śőśšăćń£¿źĺě śšăřÿěľ śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋőć f ĺ g. §śŋő, ůšő ŋěŋşńěćőľ őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ f_m(x_1, . . ., x_n) ŋě ňőęěš ążšĳ šőęďěśšćěŋŋő řăćěŋ ŋşń¿ ŕřĺ x_n = 1.

Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šőčő, ůšő ŕőńě A śőćŕăďăěš ś C . Ćżąěřěň ¡ńěňěŋšż y_1, . . ., y_k, ő łőšőřżţ ĺďěš řěůĳ ć ńěňňě Ŋěšěř. Ŕőłăęěň, ůšő ć šăłőň śńşůăě ć ăńčěąřě B = C [y_1, . . ., y_k] ń¿ąőľ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš x őąřăšĺň. Ŕő şśńőćĺ¿ A { ŕőńě, ŕő¡šőňş x őąřăšĺň ć A. Łřőňě šőčő, śőčńăśŋő ńěňňě Ŋěšěř ¡ńěňěŋš x^{−1} şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿

(x^{−1})^l + b_1(x^{−1})^{l−1} + . . . + b_l = 0, b_1, . . ., b_l ∈ B.

Şňŋőęĺć őąě ůăśšĺ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋă x^{l−1}, ŕőńşůĺň x^{−1} = −b_1 − b_2x − . . . − b_lx^{l−1} ∈ B. Ŋő B ěśšĳ łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ŕőńěň C . Őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ć ŋěň £ćń£¿šś£ šőńĳłő łőŋśšăŋšż. Ŕő¡šőňş

B = C . Ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš ĺğ A £ćń£ěšś£ łőřŋěň ŋőřňĺřőćăŋŋőčő

ňŋőčőůńěŋă ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć B. Śńěďőćăšěńĳŋő, A = C .

ŸĂČ 3. Ňŋőčőůńěŋż f_1, . . ., f_m őąřăźă¿šś£ ć ŋşńĳ ć šőůłě

(α_1, . . ., α_n) ∈ C^n.

Ć śăňőň ďěńě, ŕřĺ łăŋőŋĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ p : C [x1, . . ., xn] → C [x1, . . ., xn]/J = A = C ¡ńěňěŋšż x_i ŕěřěţőď£š ć α_i, ă ňŋőčőůńěŋż f_1, . . ., f_m, ŕřĺŋăďńěęăźĺě ĺďěăńş J, ŕěřěţőď£š ć ŋşńĳ.

Ĺšăł, ŕřěďŕőńőęĺć, ůšő (f_1, . . ., f_m) ≠ C [x_1, . . ., x_n], ňż ŕőłăğăńĺ, ůšő ş ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . ., f_m ěśšĳ őąźĺľ łőřěŋĳ. Ŕřěďńőęěŋĺě 1 ďőłăğăŋő.

Ďőłăęěň šěŕěřĳ šěőřěňş Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ: ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ F (x_1, . . ., x_n) őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă ćśěţ őąźĺţ řěÿěŋĺ- £ţ şřăćŋěŋĺľ f_1 = 0, . . . f_m = 0, šő ŋăľďěšś£ s ∈ N, ďń£ łőšőřőčő F^s ∈ (f_1, . . ., f_m). Ďń£ F = 0 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő,

66 ČŃĂĆĂ 6. ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆĂ

ŕő¡šőňş ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő F ≠ 0. Ďőąăćĺň ł ŕěřěňěŋŋżň x_1, . . ., x_n ŋőćş¿ ŕěřěňěŋŋş¿ x_{n+1} = z ĺ řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋż f_1, . . ., f_m, 1 − zF . Ş ŋĺţ ŋěš őąźĺţ ŋşńěľ, ŕő¡šőňş

1 = h_1f_1 + . . . + h_mf_m + h(1 − zF ),

čďě h_1, . . ., h_m, h { ŋěłőšőřżě ňŋőčőůńěŋż őš ŕěřěňěŋŋżţ x_1, . . ., x_n, z. Ŕőńőęĺň z = 1/F . Ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿ ŕőńşůĺň

F^s = r_1f_1 + . . . + r_mf_m,

čďě r_1, . . ., r_m { ňŋőčőůńěŋż őš x_1, . . ., x_n. İšő śőőšŋőÿěŋĺě ĺňěěš šřěąşěňżľ ćĺď.

6.4. Ł čńăćě 4

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 4.23.

Ąşďěň řăśśşęďăšĳ őš ŕřőšĺćŋőčő. Ŕşśšĳ ŕřĺ řěďşűĺřőćăŋĺĺ ňŋőčőůńěŋőć F_{i,j} ćőğŋĺłăěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŋěřěďşűĺřşěňżţ ňŋőčőůńěŋőć. Řăśśňőšřĺň ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ ĺţ śšăřÿĺňĺ ůńěŋăňĺ. Ŕő šěőřěňě Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě ć ŋěň ňőęŋő ćżąřăšĳ łőŋěůŋżľ ąăğĺś ĺğ ůĺśńă őąřăğş¿źĺţ. Šőčďă ş ń¿ąőčő ŕőśńěďş¿źěčő ňŋőčőůńěŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ őďŋőčő ĺğ "ąăğĺśŋżţ" ňŋőčőůńěŋőć ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šőš ňŋőčőůńěŋ ňőęŋő řěďşűĺřőćăšĳ. Ŕőńşůěŋŋőľ ŕřőšĺćőřěůĺě ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 4.24.

Ěśńĺ {f_1, . . ., f_m} £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň Čřěąŋěřă, šő łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ F_{i,j} řěďşűĺřşěšś£ ł ŋşń¿, ŕőśłőńĳłş ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őŋ ńěęĺš ć ĺďěăńě I. Śńěďőćăšěńĳŋő, ń¿ąőě ğăűěŕńěŋĺě řăğřěÿĺňő.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă őąřăšŋőľ ĺňŕńĺłăűĺĺ şšőůŋĺň ĺśŕőńĳğşěňżě őąőğŋăůěŋĺ£. Ŕşśšĳ f = ax^α + . . . ĺ g = bx^β + . . ., čďě ax^α = ax^{α1}_1 . . .x^{αn}_n ěśšĳ śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă f ĺ bx^β =

6.4. Ł ČŃĂĆĚ 4 67

bx^{β1}_1 . . .x^{βn}_n ěśšĳ śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă g. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ x^γ ŋăĺňěŋĳÿěě őąźěě łřăšŋőě őďŋőůńěŋőć x^α ĺ x^β. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő S(f, g) =^{xγ}_{axα} f −^{xγ}_{bxβ} g (¡šĺ őąőğŋăůěŋĺ£ ğďěśĳ şďőąŋěě ůěň ĺŋďěłśŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ F_{i,j} ). Ďőłăğăšěńĳśšćő ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ śńěďş¿źş¿ ńěňňş.

Ńěňňă 1. Ŕşśšĳ f_1, . . ., f_s { ňŋőčőůńěŋż ś őďŋĺň ĺ šěň

ęě śšăřÿĺň ůńěŋőň x^α. Šőčďă ěśńĺ śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă f = ∑ λ_if_i śšřőčő ňěŋĳÿě ůěň x^α, šő f = ∑ i<j ν_{i,j} S(f_i, f_j) (ğďěśĳ λ_i ĺ ν_{i,j} { ůĺśńă).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő şśńőćĺ¿ f_i = a_ix^α +. . . ĺ f_j = a_jx^α +

. . ., ŕő¡šőňş S(f_i, f_j) =^{fi}_{ai} −^{fj}_{aj} . §śŋő šăłęě, ůšő f = ∑ λ_if_i = λ_1a_1( f_1 a_1 − f_2 a_2

) + (λ_1a_1 + λ_2a_2)( f_2 a_2 − f_3 a_3 ) + . . . . . . + (λ_1a_1 + . . . + λ_{s−1}a_{s−1})( f_{s−1} a_{s−1} − f_s a_s ) + (λ_1a_1 + . . . + λ_sa_s) f_s a_s . Őďŋăłő ŕő şśńőćĺ¿ λ_1a_1 + . . . + λ_sa_s = 0.

Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż. Ŋăň ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ f ∈ I ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě f = ∑ h_if_i, čďě śšăřÿĺľ ůńěŋ f śőćŕăďăěš ś ŋăĺąőńĳÿĺň ĺğ śšăřÿĺţ ůńěŋőć ňŋőčőůńěŋőć h_if_i. Ąşďěň řăśśşęďăšĳ őš ŕřőšĺćŋőčő. Ŕşśšĳ f = ∑ h_if_i { ğăŕĺśĳ f, ďń£ łőšőřőľ ŋăĺąőńĳÿĺľ ĺğ śšăřÿĺţ ůńěŋőć ňŋőčőůńěŋőć h_if_i £ćń£ěšś£ ŋăĺňěŋĳÿĺň ćőğňőęŋżň, őďŋăłő ¡šőš śšăřÿĺľ ůńěŋ ćśě řăćŋő ąőńĳÿě śšăřÿěčő ůńěŋă ňŋőčőůńěŋă f. Ŕěřěŕĺÿěň ďăŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě łăł f = ∑t i=1(h_{iC}f_i + h_{iM} f_i) + ∑m i=t+1 hifi, čďě ňŋőčőůńěŋż hiC fi,

i = 1, . . ., t { ¡šő ć šőůŋőśšĺ ůńěŋż ŕřěďśšăćńěŋĺ£, śšăřÿĺľ ůńěŋ łőšőřżţ £ćń£ěšś£ ŋăĺąőńĳÿĺň. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ śšăřÿĺě ůńěŋż ć śşňňě F = ∑t i=1 h_{iC} f_i ćğăĺňŋő şŋĺůšőęă¿šś£.

Ŕő ńěňňě 1 ĺňěěň ŕřěďśšăćńěŋĺě F = ∑ i<j ν_{i,j}S(h_{iC}f_i, h_{jC}f_j). Őďŋăłő h_{iC} { őďŋőůńěŋż, ŕő¡šőňş S(h_{iC}f_i, h_{jC}f_j) ďěńĺšś£ ŋă S(f_i, f_j). Řěďşűĺřşěňőśšĳ ł ŋşń¿ ňŋőčőůńěŋőć S(f_i, f_j) ś ŕőňőźĳ¿ ŋăąőřă {f_i} őąěśŕěůĺćăěš ŋăň ŕřěďśšăćńěŋĺě łăęďőčő ĺğ S(f_i, f_j) ć ćĺďě łőňąĺŋăűĺĺ ∑ g_lf_l, ďń£ łőšőřżţ śšăřÿĺľ ůńěŋ

68 ČŃĂĆĂ 6. ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆĂ

ňŋőčőůńěŋă S(f_i, f_j) śőćŕăďăěš ś ŋăĺąőńĳÿĺň ĺğ śšăřÿĺţ ůńěŋőć ňŋőčőůńěŋőć g_lf_l. Ŕőďśšăćń££ ŕőńşůěŋŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ć ćżřăęěŋĺ£ ďń£ F ĺ f, ŕőńşůĺň ŕřěďśšăćńěŋĺě f ć ćĺďě łőňąĺŋăűĺĺ ∑ d_sf_s, ş łőšőřőľ ŋăĺąőńĳÿĺľ ĺğ śšăřÿĺţ ůńěŋőć ňŋőčőůńěŋőć d_sf_s ňěŋĳÿě, ůěň ş ĺśţőďŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ. Šřěąşěňőě ŕřőšĺćőřěůĺě ŕőńşůěŋő.

Őśšăěšś£ őąž£śŋĺšĳ, ŕőůěňş ŋě ŋşęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ Sňŋőčőůńěŋż ďń£ šěţ ŕăř f_i, f_j, łőšőřżě ŋě ĺňě¿š ğăűěŕńěŋĺ£. Ňż ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ śšăřÿĺě ůńěŋż ňŋőčőůńěŋőć f ĺ g ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő S(f, g) řěďşűĺřşěšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ ŕőňőźĺ ňŋőčőůńěŋőć f ĺ g. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő f ĺ g őąřăğş¿š ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă (f, g), ĺńĺ ůšő śšăřÿĺľ ůńěŋ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă ćĺďă fu+gv ďěńĺšś£ ńĺąő ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ f_C , ńĺąő ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ g_C . Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě ć ŕőśńěďŋěň şšćěřęďěŋĺĺ. Ŕşśšĳ F = fu + gv { ňŋőčőůńěŋ, śšăřÿĺľ ůńěŋ łőšőřőčő ŋě ďěńĺšś£ ŋĺ ŋă f_C , ŋĺ ŋă g_C. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ć ¡šőľ ğăŕĺśĺ śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă u ňĺŋĺňăńěŋ ŕő ćśěň šăłĺň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ň ňŋőčőůńěŋă F . Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ śšăřÿĺě ůńěŋż ňŋőčőůńěŋőć fu ĺ gv śőłřăźă¿šś£, őšłşďă u_C = wg_C, ă v_C = −wf_C ďń£ ŋěłőšőřőčő őďŋőůńěŋă w. Ŋő šőčďă F = f(gw + u_1) + g(−wf + v_1) = fu_1 + gv_1, ĺ śšăřÿĺľ ůńěŋ u_1 ňěŋĳÿě śšăřÿěčő ůńěŋă u. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 4.29.

ŸĂČ 1. Ŕşśšĳ f_1, . . ., f_s ĺ g_1, . . ., g_t { ďćă ňĺŋĺňăńĳŋżţ ąăğĺśă Čřěąŋěřă ĺďěăńă I. Ňż ŕőłăęěň, ůšő s = t ĺ (ćőğňőęŋő ŕőśńě ŕěřěśšăŋőćłĺ ňŋőčőůńěŋőć) śšăřÿĺě ůńěŋż f_i ĺ g_i śőćŕăďă¿š ďń£ ćśěţ i (ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ćśě ňŋőčőůńěŋż ŋőřňĺřőćăŋż, š.ě. ĺňě¿š łő¡ťťĺűĺěŋš 1 ŕřĺ śšăřÿěň ůńěŋě). Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ąăğĺśă Čřěąŋěřă, śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă f_1 ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ ŋěłőšőřőčő ĺğ g_i (ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă g_1). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, śšăřÿĺľ ůńěŋ g_1 ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ ŋěłőšőřőčő f_j . Ć śĺńş ňĺŋĺňăńĳŋőśšĺ ąăğĺśă f_1, . . ., f_s ŕőńşůăěň j = 1. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő śšăřÿĺě ůńěŋż f_1 ĺ g_1 śőćŕăďă¿š. Ďăńěě, śšăřÿĺľ ůńěŋ f_2 ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ g_k, ŕřĺůěň k ≠ 1, š.ł. ĺŋăůě

6.5. Ł ČŃĂĆĚ 5 69

śšăřÿĺľ ůńěŋ f_2 ďěńĺńś£ ąż ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ f_1, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺńő ąż ňĺŋĺňăńĳŋőśšĺ ąăğĺśă f_1, . . ., f_s. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő k = 2 ĺ ňż ŕőńşůăěň łăł ĺ ćżÿě, ůšő śšăřÿĺě ůńěŋż f_2 ĺ g_2 śőćŕăďă¿š. Ŕřőďőńęă£ ¡šőš ŕřőűěśś, ŋěśńőęŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋż f_i ĺ g_j ďőńęŋż ĺśůěřŕăšĳś£ őďŋőćřěňěŋŋő, őšłşďă s = t.

ŸĂČ 2. Ŕşśšĳ ąăğĺśż f_1, . . ., f_s ĺ g_1, . . ., g_s ďőŕőńŋĺšěńĳŋő £ćń£¿šś£ řěďşűĺřőćăŋŋżňĺ. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő f_i − g_i ≠ 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő i. Šőčďă śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă f_i −g_i ∈ I ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ őďŋőčő ĺğ g_j. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, śšăřÿĺľ ůńěŋ f_i − g_i £ćń£ěšś£ ŋěśšăřÿĺň ůńěŋőň őďŋőčő ĺğ ňŋőčőůńěŋőć f_i ĺńĺ g_i. Ğăňěšĺň, ůšő śšăřÿĺě ůńěŋż g_j ĺ f_j śőćŕăďă¿š. Ŕőńşůěŋő ŕřőšĺćőřěůĺě ś řěďşűĺřőćăŋŋőśšĳ¿ ąăğĺśőć.

6.5. Ł čńăćě 5

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 5.14.

Ŕőśńě ŕěřěŋşňěřăűĺĺ ňőęŋő őąőğŋăůĺšĳ ŕěřěňěŋŋżě x_{i1} , . . ., x_{ik} ŕřőśšő x_1, . . ., x_k. Řăśśňőšřĺň ěśšěśšćěŋŋş¿ ŕřőěłűĺ¿ π ŕőďăńčěąřż A = C [x_1, . . ., x_k] ăńčěąřż C [x_1, . . ., x_n] ŋă ťăłšőřăńčěąřş B = C [x_1, . . ., x_n]/I(S). Ěśńĺ őšőąřăęěŋĺě π ŋě £ćń£ěšś£ ĺŋžěłšĺćŋżň, šő ŋăľďěšś£ ňŋőčőůńěŋ F (x_1, . . ., x_k), ńěęăźĺľ ć ĺďěăńě śĺśšěňż. İšő őğŋăůăěš, ůšő őąřăğ łőőřďĺŋăšŋőľ ŕřőěłűĺĺ ńěęĺš ć čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ H_F .

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő őšőąřăęěŋĺě π £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň ĺ ďőłăęěň, ůšő őąřăğ łőőřďĺŋăšŋőľ ŕřőěłűĺĺ ć ¡šőň śńşůăě ŕńőšěŋ. Ňż ąşďěň őšőęďěśšćń£šĳ ăńčěąřş A ś ěě őąřăğőň π(A) ĺ řăśśňăšřĺćăšĳ A łăł ŕőďăńčěąřş ć B. Ŋăň ŕőšřěąşěšś£ śńěďş- ¿źěě şšćěřęďěŋĺě, ğăĺňśšćőćăŋŋőě ĺğ łŋĺčĺ İ. Ą. Ćĺŋąěřčă ĺ Ă. Ń. Őŋĺźĺłă "Śěňĺŋăř ŕő čřşŕŕăň Ńĺ ĺ ăńčěąřăĺůěśłĺň čřşŕŕăň", Ň. Ŋăşłă, 1988, śšř. 72.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ŕşśšĳ B { ăńčěąřă ąěğ ďěńĺšěńěľ ŋş-

ń£, łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋă£ ŋăď śćőěľ ŕőďăńčěąřőľ A. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă b ∈ B, b ≠ 0 ŋăľďěšś£ šăłőľ ¡ńěňěŋš

70 ČŃĂĆĂ 6. ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆĂ

a ∈ A, a ≠ 0, ůšő ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň ϕ : A → C , ŋě ăŋŋşńĺřş¿źĺľ a, ŕřőďőńęăěšś£ ďő čőňőňőřťĺğňă ψ : B → C , ŋě ăŋŋşńĺřş¿źěčő b.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ŸĂČ 1. Ŕşśšĳ B = A[u], čďě ¡ńěňěŋš

u ŋě şďőćńěšćőř£ěš ŋĺłăłőňş şřăćŋěŋĺ¿ ŋăď A (š.ě. £ćń£ěšś£ šřăŋśűěŋďěŋšŋżň ŋăď A). Ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă f ∈ A[x] őąőğŋăůĺň ůěřěğ f^ϕ ňŋőčőůńěŋ ĺğ C [x], ŕőńşůěŋŋżľ ĺğ f ŕřĺňěŋěŋĺěň čőňőňőřťĺğňă ϕ łő ćśěň łő¡ťťĺűĺěŋšăň. Ŕşśšĳ b = g(u). Ćőğĳňěň ć łăůěśšćě a ń¿ąőľ ŋěŋşńěćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš ňŋőčőůńěŋă g. Šőčďă g^ϕ ≠ 0. Ŕşśšĳ α ∈ C { ń¿ąőě ůĺśńő, ŋě £ćń£¿- źěěś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă g^ϕ. Őŕřěďěńĺň čőňőňőřťĺğň ψ ťőřňşńőľ ψ(f(u)) = f^ϕ(α). Šőčďă ψ(b) ≠ 0.

ŸĂČ 2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő B = A[u] ĺ ¡ńěňěŋš u £ćń£- ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ŋăď A. Ŕşśšĳ p ∈ A[x] { ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ¡ńěňěŋšă u ĺ a_1 { śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă. Ěśńĺ q ∈ A[x] { šăłőľ ňŋőčőůńěŋ, ůšő q(u) = 0, šő śşźěśšćşěš šăłőě k, ůšő a^k_1q ďěńĺšś£ ŋă p ć A[x]. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ ϕ(a_1) ≠ 0 ĺ α ∈ C { ń¿ąőľ łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă p^ϕ, šő ťőřňşńă ψ(f(u)) = f^ϕ(α) łőřřěłšŋő őŕřěďěń£ěš čőňőňőřťĺğň ψ : B → C , śőćŕăďă¿źĺľ ś ϕ ŋă A.

Ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš b ∈ B ăńčěąřăĺůěŋ ŋăď A. Ŕşśšĳ h ∈ A[x] { šăłőľ ŋěŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ, ůšő h(b) = 0. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő śćőąőďŋżľ ůńěŋ a_2 ňŋőčőůńěŋă h őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Ěśńĺ ψ(b) = β, šő h^ϕ(β) = 0. Ŕşśšĳ ϕ(a_2) ≠ 0. Šőčďă ĺ β ≠ 0. Őśšăěšś£ ŕőńőęĺšĳ a = a_1a_2.

ŸĂČ 3. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő ůĺśńş őąřăğş¿źĺţ ăńčěąřż B ŋăď A śćőďĺš ďőłăğăšěńĳśšćő ł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőňş ŕřĺňěŋěŋĺ¿ ÿăčőć 1 ĺ 2.

Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż 5.14. Šőůłĺ ŋă ňŋőęěśšćě řěÿěŋĺľ X(S) őŕřěďěń£¿šś£ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ŕěřěňěŋŋżţ x_i, ďń£ łőšőřżţ őąŋşń£¿šś£ ćśě ňŋőčőůńěŋż ĺğ ĺďěăńă śĺśšěňż. İšő ŕőğćőń£ěš şśšăŋőćĺšĳ ąĺěłűĺ¿ ňěęďş šőůłăňĺ ĺğ X(S) ĺ čőňőňőřťĺğňăňĺ ăńčěąřż B = C [x_1, . . ., x_n]/I(S) ć ŕőńě C (ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ őšćěůă¿š őąřăğăň ¡šĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ŕřĺ śőőšćěšśšćş¿źěň čőňőňőřťĺğňě).

6.5. Ł ČŃĂĆĚ 5 71

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ăńčěąřă B ŋě ĺňěěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£. Ŕő šőńĳłő ůšő ďőłăğăŋŋőňş ŋăľďěšś£ šăłőľ ¡ńěňěŋš a ăńčěąřż A = π(C [x_1, . . ., x_k]), ůšő łăęďżľ čőňőňőřťĺğň A → C , ŋě őąŋşń£¿źĺľ a, ŕřőďőńęĺšś£ ďő čőňőňőřťĺğňă B → C (ğďěśĳ ňż ŕőńőęĺńĺ b = 1). İšő őğŋăůăěš, ůšő łăęďă£ šőůłă ŋă łőőřďĺŋăšŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě Ox_1 . . .x_k, ć łőšőřőľ ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ňŋőčőůńěŋ a, £ćń£ěšś£ őąřăğőň ŋěłőšőřőľ šőůłĺ ĺğ X(S) ŕřĺ łőőřďĺŋăšŋőľ ŕřőěłűĺĺ.

Řăśśňőšřĺň śńşůăľ, łőčďă ăńčěąřă B ĺňěěš ďěńĺšěńĺ ŋşń£. Ňż ŕőłăęěň, ůšő ¡šőš śńşůăľ śćőďĺšś£ ł ŕřěďżďşźěňş. Ŕşśšĳ b_1 ≠ 0, b_2 ≠ 0, ŋő b_1b_2 = 0. Šőčďă ţőš£ ąż őďŋő ĺğ őšőąřăęěŋĺľ π_i : A → B/(b_i), i = 1, 2 ĺŋžěłšĺćŋő. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ π_i(c_i) = 0, šő π(c_1c_2) = 0, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ĺŋžěłšĺćŋőśšĺ π, ŕőśłőńĳłş ć A ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ŋěš. Ďăńěě ňż ňőęěň řăśśňăšřĺćăšĳ ć łăůěśšćě B śőőšćěšśšćş¿źş¿ B_i ĺ ďőłăğżćăšĳ, ůšő ďń£ őšćěůă¿źěčő ěľ ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ őąřăğ łőőřďĺŋăšŋőľ ŕřőěłűĺĺ ŕńőšěŋ ć Ox_1 . . . x_k (šěň ąőńěě ąşďěš ŕńőšěŋ őąřăğ X(S)). Ěśńĺ ć B_i ěśšĳ ďěńĺšěńĺ ŋşń£ b_3 ĺ b_4, ŕőśšşŕăěň ăŋăńőčĺůŋő ĺ š. ď. Ć řěğşńĳšăšě ňż ŕőńşůĺň ĺďěăń ć B, ŕőřőęďěŋŋżľ ¡ńěňěŋšăňĺ b_i, b_j, . . .. Ŕő šěőřěňě Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě šăłőľ ĺďěăń ŕőřőęďăěšś£ łőŋěůŋżň ůĺśńőň śćőĺţ ąăğĺśŋżţ ¡ńěňěŋšőć. Śńěďőćăšěńĳŋő, ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć ňż ŕőńşůĺň ăńčěąřş B^′, ć łőšőřş¿ ćłńăďżćăěšś£ A ĺ łőšőřă£ ŋě śőďěřęĺš ďěńĺšěńěľ ŋşń£.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 5.24.

Ć śĺńş ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ śćőąőďŋőčő ŋăąőřă {x_1, . . ., x_k} ďń£ ń¿ąőčő j > k ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ {x_1, . . ., x_k, x_j} ŋă ňŋőęěśšćě řěÿěŋĺľ ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň F_j (x_1, . . ., x_k, x_j) = 0. Ŕşśšĳ h_j(x_1, . . ., x_k) { łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ śšăřÿěň ůńěŋě ŕő ŕěřěňěŋŋőľ x_j. Ěśńĺ ŕřĺ ğŋăůěŋĺ£ţ x_1 = x^0_1, . . ., x_k = x^0_k ğŋăůěŋĺě h_j (x^0_1, . . ., x^0_k) őšńĺůŋő őš ŋşń£, šő ŕěřěňěŋŋă£ x_j ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ ŋă śőőšćěšśšćş¿źěň ŕřőőąřăğě ϕ^{−1}(u_0). Ŕő¡šőňş ďń£ ćśěţ šőůěł ňŋőęěśšćă U, ć łőšőřżţ ňŋőčőůńěŋ h_{k+1}(x_1, . . ., x_k)h_{k+2}(x_1, . . ., x_k) . . .h_n(x_1, . . ., x_k) őšńĺůěŋ őš ŋşń£, ŕřőőąřăğ ϕ^{−1}(u_0) łőŋěůěŋ.

Čńăćă 7.

Ďőąăćńěŋĺě.

Şŋĺćěřśăńĳŋżľ ąăğĺś Čřěąŋěřă

Ć ¡šőň łşřśě ňż ŕřăłšĺůěśłĺ ŋě řăśśňăšřĺćăńĺ ćőŕřőś ő řăğńĺůŋżţ şŕőř£ďőůěŋĺ£ţ ŋă ňŋőęěśšćě őďŋőůńěŋőć, őśšăŋőćĺćÿĺśĳ ďń£ ŕřőśšőšż ŋă ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőň ŕőř£ďłě. Ć ¡šőľ čńăćě ňż ŋěňŋőčő ŕőčőćőřĺň ő ŕőŋ£šĺĺ ŕőř£ďłă ŋă ňŋőęěśšćě őďŋőůńěŋőć ć ŕőńŋőľ őąźŋőśšĺ, ă šăłęě ŕőśňőšřĺň, łăłĺě ĺğňěŋěŋĺ£ šăłőě őąőąźěŋĺě ćŋőśĺš ć šěőřĺ¿ ąăğĺśőć Čřěąŋěřă.

Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě K ĺ łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć

K [x1, . . ., xn]. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋă ňŋőęěśšćě őďŋőůńěŋőć {x^a =

x^{a1}_1 . . . x^{an}_n } ććěďěŋ ŕőńŋżľ ŕőř£ďőł ≺, ďń£ łőšőřőčő ćżŕőńŋěŋż śćőľśšćă:

1) ěďĺŋĺűă 1 = x^0 ěśšĳ (ěďĺŋśšćěŋŋżľ) ňĺŋĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš ¡šőčő ŕőř£ďłă;

2) ěśńĺ x^a ≺ x^b, šő ďń£ ń¿ąőčő x^c ĺňěěň x^ax^c ≺ x^bx^c. Ćś¿ďş ďăńěě śńőćő "ŕőř£ďőł" ąşďěš őğŋăůăšĳ ŕőńŋżľ ŕőř£ďőł ŋă ňŋőęěśšćě őďŋőůńěŋőć śő śćőľśšćăňĺ 1),2). Ŕőř£ďőł ŕőğćőń£ěš łőřřěłšŋő őŕřěďěńĺšĳ śšăřÿĺľ ůńěŋ ş ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă.

Ğăďăůă 7.1. Ďőłăğăšĳ ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ śŕřăćěďńĺćőśšĳ ńěňňż

ő śšăřÿěň ůńěŋě.

Ŕřĺňěř 7.2. Ŕşśšĳ ω_1, . . ., ω_n { ŋăąőř ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ďěľ-

śšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ŋăď ŕőńěň řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő őďŋőůńěŋ x^a = x^{a1}_1 . . . x^{an}_n ąőńĳÿě őďŋőůńěŋă x^b = x^{b1}_1 . . . x^{bn}_n ěśńĺ a_1ω_1 + . . . + a_nω_n > b_1ω_1 + . . . + b_nω_n. Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő šěň śăňżň őŕřěďěńěŋ ŕőř£ďőł (ğăůěň ŋşęŋż ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ ĺ ńĺŋěľŋă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ůĺśěń ω_i ?). Ňż ŕőńşůĺńĺ ďőśšăšőůŋő ąőčăšżľ ğăŕăś ŕőř£ďłőć. Ć šő ęě ćřěň£, ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ŋěńĳğ£ őŕřěďěńĺšĳ ŕőďőąŋżň śŕőśőąőň (ŕőůěňş ?).

Ğăďăůă 7.3. 1) Őŕĺśăšĳ ćśě ćőğňőęŋżě ŕőř£ďłĺ ŋă ňŋőęěśšćě

őďŋőůńěŋőć őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ;

2) Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ n > 1 ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ŕőř£ďłőć ąěśłőŋěůŋő.

Ğăďăůă* 7.4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŕőř£ďłă ≺ ŋě śşźě-

śšćşěš ąěśłőŋěůŋőľ űěŕőůłĺ őďŋőůńěŋőć x^{a1} ≻ x^{a2} ≻ x^{a3} ≻ . . ..

Ŕőśńě šőčő, łăł śšăřÿĺľ ůńěŋ őŕřěďěńěŋ, őŕřěďěńěŋĺě ąăğĺśă Čřěąŋěřă ďőśńőćŋő ŕěřěŋőśĺšś£ ŋă ŕőř£ďőł ≺. Ğăňěšĺň, ůšő ąăğĺś Čřěąŋěřă, ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő ŋěłőěňş ŕőř£ďłş ≺, ňőęěš őůěŋĳ śĺńĳŋő őšńĺůăšĳś£ őš ąăğĺśă Čřěąŋěřă, ŕőśšřőěŋŋőčő ŕő ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőňş ŕőř£ďłş. Ŕřőąńěňă ćżąőřă ďń£ ďăŋŋőčő ĺďěăńă šőčő ŕőř£ďłă, ďń£ łőšőřőčő ąăğĺś Čřěąŋěřă ąşďěš ĺňěšĳ ňăłśĺňăńĳŋő ŕřőśšőľ ĺ şďőąŋżľ ćĺď, ăłšĺćŋő ĺśśńěďşěšś£ ć ŋăśšő£źěě ćřěň£. Ůĺšăšěń¿, ęěńă¿źěňş ŕőŕřőąőćăšĳ ğďěśĳ śćőĺ śĺńż, řěłőňěŋďşěň őğŋăłőňĺšĳś£ ś ńĺšěřăšşřőľ ŕő ąăğĺśăň Čřěąŋěřă, ŕřĺćěďěŋŋőľ ć łőŋűě łşřśă. Śěľůăś ęě ňż, śńěďş£ łŋĺčě [8], ďőłăęěň ćěśĳňă ŋěőęĺďăŋŋżľ řěğşńĳšăš { ďń£ ń¿ąőčő ĺďěăńă I � K [x_1, . . ., x_n] ŋăľďěšś£ łőŋěůŋżľ şŋĺćěřśăńĳŋżľ ąăğĺś Čřěąŋěřă, š.ě. ąăğĺś, łőšőřżľ ŕőďţőďĺš ďń£ ćśěţ ćőğňőęŋżţ ŕőř£ďłőć.

Őŕřěďěńěŋĺě 7.5. Ąăğĺś f_1, . . ., f_M ĺďěăńă I ŋăğżćăěšś£ şŋĺ-

ćěřśăńĳŋżň ąăğĺśőň Čřěąŋěřă, ěśńĺ őŋ £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň Čřěąŋěřă ĺďěăńă I ďń£ ń¿ąőčő ćőğňőęŋőčő ŕőř£ďłă ≺ ŋă ňŋőęěśšćě őďŋőůńěŋőć.

74 ČŃĂĆĂ 7. ŞŊĹĆĚŘŚĂŃĲŊŻĽ ĄĂĞĹŚ ČŘĚĄŊĚŘĂ

Šěőřěňă 7.6. Ń¿ąőľ ĺďěăń I �K [x_1, . . ., x_n] őąńăďăěš łőŋěů-

ŋżň şŋĺćěřśăńĳŋżň ąăğĺśőň Čřěąŋěřă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ś łăęďżň ŕőř£ďłőň ≺ ňż ść£ęěň (ňő-

ŋőňĺăńĳŋżľ) ĺďěăń I(≺) { ¡šő ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ śšăřÿĺňĺ ůńěŋăňĺ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ ĺďěăńă I őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőř£ďłă ≺. Ğăňěšĺň, ůšő ąăğĺś Čřěąŋěřă ĺďěăńă I őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőř£ďłă ≺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ĺďěăńőň I(≺) { ďőśšăšőůŋő ŋăľšĺ ąăğĺś ĺďěăńă I(≺) ĺğ őďŋőůńěŋőć ĺ ć łăůěśšćě ąăğĺśă Čřěąŋěřă ć I ćğ£šĳ ňŋőčőůńěŋż ĺğ I, śšăřÿĺě ůńěŋż łőšőřżţ őąřăğş- ¿š şŕőň£ŋşšżľ ąăğĺś ć I(≺). (Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ďń£ řăğńĺůŋżţ ŕőř£ďłőć ≺_1 ĺ ≺_2 ĺďěăńż I(≺_1) ĺ I(≺_2) ňőčşš śőćŕăďăšĳ { ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř !) Ěśńĺ ňż ďőłăęěň, ůšő śřěďĺ ĺďěăńőć I(≺) ŕő ćśěň ŕőř£ďłăň ≺ ĺňěěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő řăğńĺůŋżţ, šő ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ (łőŋěůŋőčő) şŋĺćěřśăńĳŋőčő ąăğĺśă Čřěąŋěřă ŋăň ąşďěš ďőśšăšőůŋő őąžěďĺŋĺšĳ ąăğĺśż Čřěąŋěřă, őšćěůă¿źĺě ¡šőňş łőŋěůŋőňş ŋăąőřş ňőŋőňĺăńĳŋżţ ĺďěăńőć.

Ąşďěň řăśśşęďăšĳ őš ŕřőšĺćŋőčő. Ŕşśšĳ ůĺśńő ĺďěăńőć ćĺďă I(≺) ąěśłőŋěůŋő. Řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ f_1 ∈ I. Ůĺśńő ůńěŋőć ć ŋěň łőŋěůŋő, ŕő¡šőňş ŋăľďěšś£ šăłőľ ůńěŋ m_1 ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă, łőšőřżľ śőďěřęĺšś£ ć ąěśłőŋěůŋőň ňŋőęěśšćě A_1 řăğńĺůŋżţ ĺďěăńőć šĺŕă I(≺).

Ńěňňă 7.7. Ŋăľďěšś£ ňŋőčőůńěŋ f_2 ∈ I, ŋĺ őďĺŋ ůńěŋ łőšő-

řőčő ŋě ďěńĺšś£ ŋă m_1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş m_1 ńěęĺš ć ąěśłőŋěůŋőň ůĺ-

śńě ĺďěăńőć ćĺďă I(≺), ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ĺğ ŋĺţ ĺďěăń I(≺_1), łőšőřżľ ŋě śőćŕăďăěš ś (m_1). Ąşďěň ŋăğżćăšĳ őďŋőůńěŋż, ŋě ŕőŕăćÿĺě ć ĺďěăń I(≺_1), ŋőřňăńĳŋżňĺ őďŋőůńěŋăňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőř£ďłă ≺_1. Ďőłăęěň, ůšő ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ F ∈

K [x1, . . ., xn] ďőŕşśłăěš řőćŋő őďŋş ğăŕĺśĳ ćĺďă F = F1 + F2,

čďě F_1 { ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ŋőřňăńĳŋżţ őďŋőůńěŋőć, ă ňŋőčőůńěŋ F_2 ńěęĺš ć I. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ śřěďĺ ůńěŋőć ňŋőčőůńěŋă F ěśšĳ ŕřĺŋăďńěęăźĺě ł ĺďěăńş I(≺_1), ł šăłĺň ůńěŋăň ňőęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ řěďşłűĺ¿. Ğăďăůă 7.4 ŕőłăğżćăěš, ůšő ŕőśńě łőŋěůŋőčő ůĺśńă řěďşłűĺľ ňŋőčőůńěŋ F ňőęŋő ąşďěš ğăňěŋĺšĳ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ŋőřňăńĳŋżţ őďŋőůńěŋőć. İšő ŕőłăğżćăěš, ůšő ŋşęŋă£ ğăŕĺśĳ śşźěśšćşěš. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ F_1 + F_2 = 0, ĺńĺ F_1 = −F_2, ůšő őğŋăůăěš, ůšő F_1 ∈ I. Ć ¡šőň śńşůăě śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă F_1 őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőř£ďłă ≺_1 ńěęĺš ć ĺďěăńě I(≺_1), ůšő ŕřĺćőďĺš ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿ ś ŋőřňăńĳŋőśšĳ¿ ćśěţ ůńěŋőć F_1.

Ŕşśšĳ r { őďŋőůńěŋ, ńěęăźĺľ ć I(≺_1) ĺ ŋě ďěń£źĺľś£ ŋă m_1. Řăśśňőšřĺň ďń£ ŋěčő ŕőńşůěŋŋş¿ ğăŕĺśĳ r = F_1 +F_2. Őśšăěšś£ ŕőńőęĺšĳ f_2 = r − F_1 (ćśě ůńěŋż F_1 ŋőřňăńĳŋż ĺ ŕőšőňş ŋě ďěń£šś£ ŋă m_1).

Ŕşśšĳ f_2 { ňŋőčőůńěŋ, ŕőśšřőěŋŋżľ ć ŕřěďżďşźěľ ńěňňě. Šőčďă ňż ćŋőćĳ ğăňěůăěň, ůšő ń¿ąőľ ĺďěăń ćĺďă I(≺) śőďěřęĺš őďĺŋ ĺğ ěčő ůńěŋőć ĺ ŕőšőňş ŋăľďěšś£ ąěśłőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ĺďěăńőć A_2 ĺğ ůĺśńă ĺďěăńőć ĺğ A_1, łőšőřżě śőďěřęăš ŋěłőšőřżľ ůńěŋ m_2 ňŋőčőůńěŋă f_2. Ŕşśšĳ I(≺_2) { őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ ĺďěăńőć, ŋě śőćŕăďă¿źĺľ ś (m_1, m_2). Ŕőćšőř££ řăśśşęďěŋĺ£ ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż 7.7, ňż ŋăľďěň ňŋőčőůńěŋ f_3 ∈ I, ŋĺ őďĺŋ ĺğ ůńěŋőć łőšőřőčő ŋě ńěęĺš ć ĺďěăńě (m_1, m_2). Ć ¡šőň ňŋőčőůńěŋě ňż őŕ£šĳ ŋăţőďĺň ůńěŋ m_3, łőšőřżľ ńěęĺš ć ąěśłőŋěůŋő ňŋőčĺţ ĺďěăńăţ šĺŕă I(≺) ĺğ ňŋőęěśšćă A_2 ĺ š.ď. Őłőŋůăšěńĳŋő ňż ŕőńşůĺň ąěśłőŋěůŋş¿ űěŕőůłş ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ĺďěăńőć

(m_1) ⊂ (m_1, m_2) ⊂ (m_1, m_2, m_3) ⊂ . . .

İšő ŕřőšĺćőřěůĺš šěőřěňě Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě.

Ğăďăůă 7.8. Ŕşśšĳ f ∈ K [x_1, . . ., x_n]. Ŋăľšĺ şŋĺćěřśăńĳŋżľ

ąăğĺś Čřěąŋěřă čńăćŋőčő ĺďěăńă (f).

Ŋěśłőńĳłő ĺŋšěřěśŋżţ ŕřĺňěřőć ćżůĺśńěŋĺľ şŋĺćěřśăńĳŋőčő ąăğĺśă Čřěąŋěřă, ă šăłęě őąźĺľ ăńčőřĺšň ěčő ŋăţőęďěŋĺ£ ňőęŋő ŋăľšĺ ć čńăćăţ 1 ĺ 3 łŋĺčĺ [8].

Čńăćă 8.

Şłăğăŋĺ£ ĺ őšćěšż ł ğăďăůăň

8.1. Ł čńăćě 1

1.6. Ŕěřćă£ śĺśšěňă: x = ±i^√1 + y^2, y ∈ C (ąěśłőŋěůŋő

ňŋőčő řěÿěŋĺľ). Ćšőřă£ śĺśšěňă ŋěśőćňěśšŋă.

1.10._{

x_1 + x_2 + x_3 = 1 2x_1 + x_2 + x_3 = 2

1.11. (x_3, x_4, x_5), (x_1, x_4, x_5), (x_1, x_3, x_5), (x_1, x_3, x_4) { 4 śŕő-

śőąă.

1.14. 1) Ŕřőćěřĳšě, ůšő ňŋőęěśšćő U řěÿěŋĺľ őďŋőřőďŋőľ

śĺśšěňż

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + . . . + a_{1n}x_n = 0, a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + . . . + a_{2n}x_n = 0, . . . a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + . . . + a_{mn}x_n = 0 (1)

£ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć R^n.

8.1. Ł ČŃĂĆĚ 1 77

2) Ďőłăęĺšě, ůšő łăęďőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + . . . + a_{1n}x_n = b_1, a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + . . . + a_{2n}x_n = b_2, . . . a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + . . . + a_{mn}x_n = b_m (2)

ěśšĳ śşňňă ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő řěÿěŋĺ£ a ¡šőľ śĺśšěňż ĺ řěÿěŋĺ£ u ∈ U śőőšćěšśšćş¿źěľ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż. Šěň śăňżň ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ěśšĳ ńĺŋěľŋőě ňŋőőőąřăğĺě.

3) Őąřăšŋő, ŕő łăęďőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş U ŕőśšřőĺň őďŋőřőďŋş¿ śĺśšěňş, ňŋőęěśšćőň řěÿěŋĺľ łőšőřőľ £ćń£ěšś£ U. Łő¡ťťĺűĺěŋšż şřăćŋěŋĺľ ¡šőľ śĺśšěňż śşšĳ ąăğĺśŋżě ćěłšőřă őřšőčőŋăńĳŋőčő ďőŕőńŋěŋĺ£ ł U ć R^n. Ŕőďśšăćĺň ć ¡šş őďŋőřőďŋş¿ śĺśšěňş ćěłšőř a ĺ ŋăľďěň śšőńąěű śćőąőďŋżţ ůńěŋőć ĺśłőňőľ śĺśšěňż.

1.17. q(x) = 0, r(x) = x^2 − x + 1.

1.18. Ŋěš. Ŋěńĳğ£ řăğďěńĺšĳ ś őśšăšłőň x ŋă 2x. 1.22. Ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ Ąěğş ĺ ĺŋďşłűĺěľ ŕő śšě-

ŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă.

1.23. Ŋěš. Śńěďş¿źĺě ňŋőčőůńěŋż ŋě ĺňě¿š łőřŋěľ:

1) x^2 + 1 ŋăď Q;

2) x^p − x + 1 ŋăď Z_p (ňăńă£ šěőřěňă Ťěřňă); 3) x^2 −t ŋăď C (t) (łăłőćż śšěŕěŋĺ ůĺśńĺšěń£ ĺ ğŋăňěŋăšěń£ ş ćőğňőęŋőčő łőřŋ£ ?).

1.25. Ŕşśšĳ K ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăňłŋşšő. Šőčďă ĺňěěšś£

ňŋőčőůńěŋ a_mx^m +. . .+a_1x+a_0, ŋě ĺňě¿źĺľ łőřŋěľ. Şřăćŋěŋĺě F (x, y) = a_mx^m + a_{m−1}x^{m−1}y + . . . + a_1xy^{m−1} + a_0y^m = 0 ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě (0, 0). Śĺśšěňă { P_1 = 0 P_2 = 0

¡łćĺćăńěŋšŋă şřăćŋěŋĺ¿ F (P_1(x_1, . . ., x_n), P_2(x_1, . . ., x_n)) = 0. Ďăńěě ŕřőćőďĺň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő ůĺśńş şřăćŋěŋĺľ śĺśšěňż.

78 ČŃĂĆĂ 8. ŞŁĂĞĂŊĹ§ Ĺ ŐŠĆĚŠŻ Ł ĞĂĎĂŮĂŇ

1.27. ă) (x^2 − 2)(x^3 − 2); ą) { (x^2 − 2)(x^3 − 2)(y^2 + 1) = 0 (y − 1)(y^2 + 1) = 0 ĺńĺ (x^2 − 2)^2(x^3 − 2)^2 + y^2 = 0.

8.2. Ł čńăćě 2

2.5. Ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůěľ.

2.13. Ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ńěňňőľ ő ńĺŋěľŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ

ŊŐĎ.

2.15. Ěśńĺ f_1 ďěńĺšś£ ŋă f_2, ă f_2 ŋă f_1, šő śšěŕěŋĺ ¡šĺţ

ňŋőčőůńěŋőć śőćŕăďă¿š ĺ őŋĺ őšńĺůă¿šś£ ŋă ŋěŋşńěćş¿ łőŋśšăŋšş.

2.17. x(x − 1)(x − 2).

2.18. Řăśśňőšřěšĳ ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ 2 ĺ x. 2.19. 1) x^{17}, x^{16}y, . . ., y^{17};

2) y, x^2. 2.20. x−y, x−z, x−t. Ć śăňőň ďěńě, f(x, y, z, t)−f(x, x, z, t) = (x − y)f_1(x, y, z, t). Ŕő¡šőňş f(x, y, z, t) = (x − y)f_1(x, y, z, t) + (x − z)f_2(x, z, t)+ +(x − t)f_3(x, t) + f(x, x, x, x). Čďě ć řăśśşęďěŋĺ£ţ śşźěśšćěŋŋő, ůšő ŕőńě K ąěśłőŋěůŋő ? 2.21. Ŕőďţőď£š ąăğĺśż šĺŕă {z, y, x}, {x+y+z, y+z, z}, {x+ y^2 − z^4, −y +5z^7, 2z}, {x − 2x^3 + y − 2y^2 + z, z + y − 2y^2 − 2x^2, z − 2y^2 + x^3}.

2.22. Řăśśňőšřěšĳ ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ ňŋőęěśšćőň M, ĺ

ŕőłăğăšĳ, ůšő łőŋěůŋżľ ąăğĺś ć ŋěň ňőęŋő ćżąřăšĳ ĺğ ¡ńěňěŋšőć M.

8.3. Ł ČŃĂĆĚ 3 79

2.23. Ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ łőńĳűő K [x_1, x_2, . . .] őš śůěšŋőčő

ůĺśńă ŕěřěňěŋŋżţ ĺ ć łăůěśšćě I ćğ£šĳ ĺďěăń (x_1, x_2, . . .), śőśšő£źĺľ ĺğ ňŋőčőůńěŋőć ś ŋşńěćżň śćőąőďŋżň ůńěŋőň. Ğďěśĳ śşźěśšćěŋŋő ůšő łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŕěřěňěŋŋżţ. Ňőęŋő šăłęě ć łăůěśšćě R ćğ£šĳ ňŋőęěśšćő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ (a_1, a_2, . . .), a_i ∈ K ś ŕőłőőřďĺŋăšŋżň śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň, ă ć łăůěśšćě I { ňŋőęěśšćő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ, ş łőšőřżţ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ůńěŋőć őšńĺůŋő őš ŋşń£.

2.28. ą) (x + 1)(x^2 + x + 1) = 0. 2.30. S_1 : x^2y = 0, S_2 : xy^2 = 0.

8.3. Ł čńăćě 3

3.2. (x − 1)(x − 4)(x − 7) = 0, (x − 1)(x − 4)(y − 8) =

0, . . ., (z − 3)(z − 6)(z − 9) = 0 (ćśěčő 27 şřăćŋěŋĺľ). Ŋă śăňőň ďěńě ďăŋŋżě šřĺ šőůłĺ ňőęŋő ğăďăšĳ ĺ šřěň£ şřăćŋěŋĺ£ňĺ, ŋăŕřĺňěř x + 1 = y = z − 1, (x − 1)(x − 4)(x − 7) = 0, őďŋăłő ŕěřćżľ śŕőśőą ŕřěďśšăćń£ěšś£ ąőńěě şŋĺćěřśăńĳŋżň.

3.3. ě) Ňŋőęěśšćő łőřŋěľ ŋěŋşńěćőčő ňŋőčőůńěŋă őš őďŋőľ

ŕěřěňěŋŋőľ łőŋěůŋő;

ę) Řăśśňőšřěšĳ ŕěřěśěůěŋĺě ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă ś őśĳ¿ Ox ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ŕřěďżďşźĺň ŕşŋłšőň.

3.4. ă) Śńěďşěš őąžěďĺŋĺšĳ şřăćŋěŋĺ£ śĺśšěňż, ğăďă¿źĺě

ňŋőčőőąřăğĺ£.

ą) Ěśńĺ őďŋő ňŋőčőőąřăğĺě ğăďăŋő śĺśšěňőľ f_i = 0, ă ďřşčőě śĺśšěňőľ g_j = 0, šő śĺśšěňă f_ig_j = 0 ğăďăěš őąžěďĺŋěŋĺě ňŋőčőőąřăğĺľ.

3.7. ă) ((x − 2)(x − 3)(x − 4)(x − 5)). ą) (x − y, x − z). ć) (x^4 − y^2). č) (x − y).

3.8. a) Ŕőńőęĺň śšěŕěŋĳ őďŋőůńěŋă x^iy^jz^k řăćŋőľ 3i + 4j +

5k. §śŋő, ůšő śšěŕěŋĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ őďŋőůńěŋőć řăćŋă śşňňě

80 ČŃĂĆĂ 8. ŞŁĂĞĂŊĹ§ Ĺ ŐŠĆĚŠŻ Ł ĞĂĎĂŮĂŇ

ĺţ śšěŕěŋěľ. Ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ f ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě f = f_0 +f_1 +. . .+f_N , čďě f_l { śşňňă ćśěţ őďŋőůńěŋőć śšěŕěŋĺ l. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ěśńĺ f ∈ J(X), šő ĺ f_l ∈ J(X) ďń£ ń¿ąőčő l (¡šő śćőľśšćő ĺďěăńă ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋőśšĳ¿). Ďń£ ¡šőčő ŕőłăęĺšě, ůšő f_l(1, 1, 1) = 0. Ŕřőćěřĳšě šăłęě, ůšő ¡ńěňěŋšż ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ ć ĺďěăńě J(X) { ¡šő a = y^2 − xz (śšěŕěŋĺ 8), b = x^3 −yz (śšěŕěŋĺ 9) ĺ c = z^2−x^2y (śšěŕěŋĺ 10). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ĺďěăń J(X) ŕőřőęďěŋ ¡ńěňěŋšăňĺ g ĺ h. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ g^′ ĺ h^′ łőňŕőŋěŋšż ňŋőčőůńěŋőć g ĺ h śšěŕěŋĺ ≤ 10. Šőčďă a, b ĺ c ďőńęŋż ćżřăęăšĳś£ ůěřěğ g^′ ĺ h^′ ś ůĺśńőćżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ (śřăćŋĺšě śšěŕěŋĺ !). İšő ŕřőšĺćőřěůĺš ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ňŋőčőůńěŋőć a, b ĺ c.

ą) Ŕőďţőďĺš śĺśšěňă x^4 = y^3, x^5 = z^3, y^5 = z^4. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ x = 0, šő y = z = 0, ĺŋăůě ŕőńőęĺň t =^y_x . Šőčďă

t^3 = y^3 x^3

= x, t^4 = y^4 x^4

= y, t^5 = y^5 x^5 = y^5 z^3 = z. 3.13. ă) (x), ą) (x, y), ć) (x, y), č) (x^2 + y^2 + z^2) (śň. śńěďş-

¿źş¿ ğăďăůş).

3.14. Ěśńĺ I = (f) ĺ f = f^{k1}_1 . . .f^{ks}_s { řăğńőęěŋĺě ŋă ŋě-

ŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ, šő r(I) = (f_1 . . . f_s) (ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ ő ťăłšőřĺăńĳŋőśšĺ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć).

3.15. 1) Řăśśňőšřěšĳ ĺďěăń (x^2 + 1).

2) Ŕő šěőřěňě Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ f^s = h_1f_1 +. . .+h_mf_m ďń£ ŋěłőšőřżţ ňŋőčőůńěŋőć h_j ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŕşśšĳ h_j = r_j + iq_j , čďě r_j ĺ q_j { ňŋőčőůńěŋż ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Šőčďă f^s = r_1f_1 + . . . + r_mf_m.

3.18. Ěśńĺ f^k ∈ r(I), šő śşźěśšćşěš šăłőě s, ůšő (f^k)^s ∈ I.

Őšś¿ďă f ∈ r(I).

3.20. Şřăćŋěŋĺ£ 1 = 0 ĺ x^2 = −1 ŋě ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż. 3.21. Ěśńĺ r(I(S)) = (f), šő śĺśšěňă ¡łćĺćăńěŋšă şřăćŋě-

ŋĺ¿ f = 0. Őąřăšŋő, ěśńĺ śĺśšěňă ¡łćĺćăńěŋšŋă şřăćŋěŋĺ¿ f = 0, šő ĺďěăń r((f)) £ćń£ěšś£ čńăćŋżň (ğăďăůă 3.14). Ĺďěăń

8.4. Ł ČŃĂĆĚ 4 81

śĺśšěňż ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ čńăćŋżň ążšĳ ŋě őą£ğăŋ: řăśśňőšřĺšě śĺśšěňş x^2y = 0, xy^2 = 0.

3.22. Ğďěśĳ ĺďěăń (x, y) £ćń£ěšś£ řăďĺłăńĳŋżň.

8.4. Ł čńăćě 4

4.3. a) Ćőőąźě čőćőř£ ŋěš: ŋăąőř ćĺďă (0, k) ňěŋĳÿě ŋăąő-

řă (1, 0). Őŕĺÿĺšě ćśě ŋăąőřż w, ďń£ łőšőřżţ ůĺśńő ŋăąőřőć, ňěŋĳÿĺţ w, łőŋěůŋő.

ą) Ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő n.

4.5. ă) (4,3);

ą) Őšřěğőł (ĺńĺ šőůłş);

ć) Ćěřÿĺŋż (0, 0, 0), (4, 0, 0), (0, 4, 0), (0, 0, 4), (3, 3, 0), 8 řěąěř, 5 čřăŋěľ.

4.11. Ŕőśńě ŕőďśšăŋőćłĺ y = 0 ňŋőčőůńěŋ ŋě ďěńĺšś£ ŋă x^2. 4.15. Ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ğăďăůěľ 4.3 ą).

4.20. Řěďşłűĺ£ ňŋőčőůńěŋă^~F_{i,j} ŕřĺ ŕőňőźĺ f_{m+1} řăćŋă

ŋşń¿.

4.25. Ć šőůŋőśšĺ šőčďă, łőčďă śřěďĺ f_i ěśšĳ ňŋőčőůńěŋ,

łőšőřżľ ďěńĺš ćśě őśšăńĳŋżě.

4.26. Ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ğăďăůěľ 4.16.

4.32. Ŕőśšřőĺň ąăğĺśż Čřěąŋěřă ć őąěĺţ ĺďěăńăţ, ğăšěň

ŕőśšřőĺň ňĺŋĺňăńĳŋżě řěďşűĺřőćăŋŋżě ąăğĺśż Čřěąŋěřă. Őśšăěšś£ ŕřőćěřĺšĳ ĺţ śőćŕăďěŋĺě. Ňőęŋő šăłęě řěÿăšĳ ğăďăůş ćţőęďěŋĺ£ ćő ćšőřőľ ĺďěăń ďń£ f_1, . . ., f_k ĺ őąřăšŋő.

Ćżůĺśńěŋĺě ąăğĺśőć Čřěąŋěřă.

1) x^2 − 1, (x − 1)y, (x + 1)z, yz;

2) x^2 − 1, (x − 1)y, (x − 1)z;

3) xy^2z − xyz, x^2y^2 − z, x^2yz − z^2, yz^2 − z^2, x^2z^2 − z^3;

4) x^2y + xz + y^2z, xz^2 − zy, xyz − y^2, y^3 + y^2z^3 + yz^2, xy^2 + y^2z^2 + zy;

82 ČŃĂĆĂ 8. ŞŁĂĞĂŊĹ§ Ĺ ŐŠĆĚŠŻ Ł ĞĂĎĂŮĂŇ

5) x^2y − y, 2y^2 + z, 2z^2 + z, xz + z;

6) xz + yz^3, xy + yz^3, yz^4 − yz, y^2z − yz^2.

8.5. Ł čńăćě 5

5.3. 1) Ŕşśšĳ f^p ∈ I. Šőčďă 1 = (1 − yf)(1 + yf + . . . +

y^{p−1}f^{p−1}) + f^py^p. Őąřăšŋő, ěśńĺ (f_1, . . ., f_m, 1 − yf) śőćŕăďăěš śő ćśěň łőńĳűőň, šő ňŋőčőůńěŋ f őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă ňŋőęěśšćě őąźĺţ ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . ., f_m ŋě šőńĳłő ŋăď ŕő-

ńěň K , ŋő ĺ ŋăď ń¿ążň ŕőńěň, śőďěřęăźĺň K (řăśśňőšřĺšě

ŕřěďśšăćńěŋĺě 1 = f_1h_1 + . . . + f_mh_m + (1 − yf)h). Ŕő šěőřěňě Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ, ŕřĺňěŋěŋŋőľ ł ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšőňş ŕőń¿^1, śőďěřęăźěňş ŕőńě K (ĺğćěśšŋő, ůšő šăłőě ŋăľďěšś£ ďń£ ń¿ąőčő K), f ńěęĺš ć řăďĺłăńě ĺďěăńă (f_1, . . ., f_m). Ŕőśńěďŋěě ŋě ğăćĺśĺš őš šőčő, řăśśňăšřĺćă¿šś£ ňŋőčőůńěŋż f_1, . . ., f_m, f ŋăď ŕőńěň K ĺńĺ łăłĺň-ńĺąő ěčő řăśÿĺřěŋĺěň.

2) Ňŋőčőůńěŋ f ŕřĺŋăďńěęĺš řăďĺłăńş ĺďěăńă (f_1, . . ., f_m) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ć ąăğĺśě Čřěąŋěřă ĺďěăńă (f_1, . . ., f_m, 1 − yf) śőďěřęĺšś£ ŋěŋşńěćă£ łőŋśšăŋšă.

5.5. Ŕőśńě ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő śůĺšăšĳ,

ůšő l = x_n. Šőčďă ŋşęŋő ŋăľšĺ ¡ńěňěŋš x^s_n ć ňĺŋĺňăńĳŋőň ąăğĺśě Čřěąŋěřă ďń£ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőčő ŕőř£ďłă x_1 > . . . > x_n ĺńĺ şąěďĺšĳś£, ůšő šăłőčő ¡ńěňěŋšă šăň ŋěš.

5.13. ă) İšő ć šőůŋőśšĺ ďőŕőńŋěŋĺ£ ďő łőŋěůŋżţ ŕőďňŋő-

ęěśšć;

ą) Ďőŕőńŋěŋĺ£ ďő ăńčěąřăĺůěśłĺţ łřĺćżţ; ďőŕőńŋěŋĺ£ ďő łőŋěůŋżţ ŕőďňŋőęěśšć.

5.16. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕěřěňěŋŋă£ x_1 ćţőďĺš ć ňŋőčő-

ůńěŋ F . Ŕőłăęěň, ůšő ŋăąőř {x_2, . . ., x_n} £ćń£ěšś£ śćőąőďŋżň. Ěśńĺ ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ x_2, . . ., x_n ŋă ňŋőęěśšćě řěÿěŋĺľ ńěęăš ŋă čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ H(x_2, . . ., x_n) = 0, šő ŕő šěőřěňě

1Ğăňěšĺň, ůšő ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ ĺśŕőńĳğőćăńőśĳ ńĺÿĳ őďŋő śćőľśšćő ŕőń£ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń { ěčő ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăňłŋşšőśšĳ.

8.5. Ł ČŃĂĆĚ 5 83

Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ ďń£ ŋěłőšőřőčő s ∈ N ňŋőčőůńěŋ H^s ďěńĺšś£ ŋă F { ŕřőšĺćőřěůĺě.

5.17. Ćżšěłăěš ĺğ šěőřěňż 5.14 ĺ ğăďăůĺ 5.13, 1). 5.18. Ěśńĺ ŕőďŋăąőř ğăćĺśĺň, ŕěřěňěŋŋżě ĺğ ¡šőčő ŕőďŋă-

ąőřă ść£ğăŋż ăńčěąřăĺůěśłĺň şřăćŋěŋĺěň, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš śćőąőďŋőśšĺ ŋăąőřă.

5.19. Ďń£ śĺśšěňż xy = 0, xz = 0 ŋăąőř {y, z} £ćń£ěš-

ś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň ňăłśĺňăńĳŋżň śćőąőďŋżň ŋăąőřőň, ŕő¡šőňş śćőąőďŋżľ ŋăąőř {x} ŋěńĳğ£ ćłń¿ůĺšĳ ć ňăłśĺňăńĳŋżľ.

5.20. İšĺ şśńőćĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż šőňş, ůšő łăęďă£ ŕěřě-

ňěŋŋă£ ŕřĺŋĺňăěš ŋă ňŋőęěśšćě řěÿěŋĺľ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ.

5.23. Ćğ£ć ć łăůěśšćě ňăłśĺňăńĳŋőčő śćőąőďŋőčő ŋăąőřă

ŋăąőř {x, y}, ŕőńşůĺň U = Oxy.

Řěÿěŋĺě śĺśšěň.

1) x = 1, y ∈ C , z = 0 ĺńĺ x = −1, y = 0, z ∈ C . Ąăğĺś Čřěąŋěřă ŕřĺ x > y > z : x^2 − 1, xy − y, xz + z, yz.

2) x = y = z = 0 ĺńĺ x = −1, y =^{1±i√3}_2 , z =^{−1±i√3}_2 . Ąăğĺś Čřěąŋěřă ŕřĺ x > y > z : x−z^2 −z, y +z^2, z^2 +z^3 +z^4.

3) x =^{−3±i√7}_2 , y =^{1±i√7}_4 , z =^{5∓i√7}_8 .

Ąăğĺś Čřěąŋěřă ŕřĺ x > y > z : x + 4z − 1, −3 + 4z + 2y, 4z^2 − 5z + 2.

4) x = 0, y ∈ C , z = 0;

x ∈ C , y = 0, z = 0; x ∈ C , y = 1, z = x^2.

Ąăğĺś Čřěąŋěřă ŕřĺ x > y > z : x^2y^2−z, x^2yz−z^2, −z^3+x^2z^2, xy^2z − xyz, −z^2 + z^2y.

5) x ∈ C , y = 0, z = 0 ĺńĺ x = −1, y = ±^1_2 , z = −^1_2 .

84 ČŃĂĆĂ 8. ŞŁĂĞĂŊĹ§ Ĺ ŐŠĆĚŠŻ Ł ĞĂĎĂŮĂŇ

Ąăğĺś Čřěąŋěřă ŕřĺ x > y > z : x^2y − y, xz + z, 2y^2 + z, 2z^2 + z.

6) x = 1, y = 1, z = 0; x = −1 ± i √ 2, y = ∓i √ 2, z = −1 ∓ i √ 2; x = ± i √ 2, y = −^1_2 , z = 1 ±^{i√2}_2 .

Ąăğĺś Čřěąŋěřă ŕřĺ y > z > x : −x^2 +2y − 1, 2z − 2+ x^3 + x, (x^2 + 2x + 3)(x^2 + 2)(x − 1)^2.

7) (0, 0, 0); (1, 0, 1); (−1, 2, −3).

Ąăğĺś Čřěąŋěřă ŕřĺ y > z > x : x − x^2 + y, x^2 − 2x^3 + z, −x^2 + x^4.

8) x = 0, y = 0, z ∈ C ĺńĺ x =^{1±i√3}_2 , y =^{1∓i√3}_2 , z =^{−1∓i√3}_2 . Ąăğĺś Čřěąŋěřă ŕřĺ x > y > z : x + y + yz, y^2 + z^2y, yz + z^2y + z^3y.

9) x = y = z = 0 ĺńĺ x =^1_2 , y = −^1_2 , z = −^1_2 ĺńĺ x =^{−1±i√3}_4 , y = −^1_2 , z =^{1±i}

√_3 4 . Ąăğĺś Čřěąŋěřă ŕřĺ x > y > z : yz +x^2 +z, xz −2z^3, y^2 +2z^3, 2z^2y + z^2, z^2 + 8z^5.

10) x = 0, y = 0, z = ±1.

Ąăğĺś Čřěąŋěřă ŕřĺ x > z > y : x^2 + z^2y + yz, y^2 − zx + x, xy + z^2 − 1, −z^2 + 1 + z^3 − z + y^3,

y^2z^2 − y^2, y^4.

8.6. Ł čńăćě 7

7.4. Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďşšś£ šăłĺě ŋőňěřă

i < j, ďń£ łőšőřżţ x^{aj} ďěńĺšś£ ŋă x^{ai} , ă ¡šő ć šőůŋőśšĺ ńěňňă Ďĺłśőŋă.

7.8. Şŋĺćěřśăńĳŋżľ ąăğĺś śőśšőĺš ĺğ őďŋőčő ňŋőčőůńěŋă f.

Ć śăňőň ďěńě, ďń£ ń¿ąőčő ŕőř£ďłă śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă fg ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ ůńěŋ f.

Ńĺšěřăšşřă ő ąăğĺśăţ Čřěąŋěřă

[1] Ąşţąěřčěř Ą., Ăńčőřĺšňĺůěśłĺľ ňěšőď ć šěőřĺĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ĺďěăńőć | ć łŋĺčě "Łőňŕĳ¿šěřŋă£ ăńčěąřă. Śĺňćőńĳŋżě ĺ ăńčěąřăĺůěśłĺě ćżůĺśńěŋĺ£", Ň.: Ňĺř, 1986. - 392 śšř.

[2] Şťŋăřőćśłĺľ Ć. Ă., Łőňąĺŋăšőřŋżě ĺ ăśĺňŕšőšĺůěśłĺě ňěšőďż ć ăńčěąřě - ĆĹŊĹŠĹ, Śőćřěňěŋŋżě ŕřőąńěňż ňăšěňăšĺłĺ, Ťşŋďăňěŋšăńĳŋżě ŋăŕřăćńěŋĺ£, šőň 57, Ňőśłćă, 1990 (ŕăřăčřăť 2).

[3] Ď¡ćěŋŕőřš Ďę., Śĺř¡ Ĺ., Šşřŋĳě İ., Łőňŕĳ¿šěřŋă£ ăńčěąřă, - Ň.: Ňĺř, 1991. - 350 śšř. (čńăćă 3).

[4] Ńăšżÿěć Ć.Ŋ., Łőňąĺŋăšőřŋă£ šěőřĺ£ łőńěű. Śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśż, - Ň.: ŇČŞ, 1988. - 68 śšř.

[5] Ŕřăśőńőć Ć. Ć., Ňŋőčőůńěŋż { Ň.: ŇŰŊŇŐ, 2000. - 335 śšř. (čńăćă 6).

[6] Łőłś Ď., Ńĺššń Ďę., Ő’Ÿĺ, Ď., Ĺďěăńż, ňŋőčőőąřăğĺ£ ĺ ăńčőřĺšňż { Ň. Ňĺř, 2000. - 687 śšř.

[7] Eisenbud D. Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry { Graduate Texts in Math. 150, Springer- Verlag, New York, 1995 (čńăćă 15).

[8] Sturmfels B. Gr-obner Bases and Convex Polytopes { AMS, Providence, RI, 1995.

86 ŃĹŠĚŘĂŠŞŘĂ Ő ĄĂĞĹŚĂŢ ČŘĚĄŊĚŘĂ

[9] Adams W.W., Loustaunau P., An introduction to Gr-obner Bases { AMS, Graduated Studies in Math. Vol. III, 1994.

[10] Becker T., Kredel H., Weispfenning V., Gr-obner Bases: A Computational Approach to Commutative Algebra, Graduated Texts in Math., Springer, New York, 1993.